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Catre cititori, 


Analiza matemática face parte de multa vreme din pro¬ 
grama analítica a numeroase institute de ínvátámint 
superior. Páturi din ce ín ce mai largi de intelectuali vin 
in contact cu primele elemente ale acestei discipline, dar, 
din motive obiective, nu au posibilitatea sá pátrundá mai 
adinc in problemática §i metodele ei. Acestei largi cate- 
gorii de cititori, cárora nici timpul, nici natura ocupa{iilor 
nu le permite studierea sistemática si aprofundatá a ana- 
lizei matematice, dar care dórese totusi sá cápete o oare- 
care perspectivá asupra ei, li se adreseazá cartea de fatá. 
Ne adresám oricui a trecut macar o data printr-o carte de 
analiza matemática de nivel universitar. Absorbit de 
dificultadle tehnice pe care le intimpiná, cititorul unui 
manual sau tratat de analiza matemática pierde uneori 
din vedere toemai partea vie a dezvoltárii analizei, ten- 
dintele care o anima, problemele din care se nasc noile 
nofiuni, sintezele pe care ea le opereazá. Dar o data in- 
vinse dificultadle tehnice cu carácter local, cititorul 
poate simd nevoia unei retrospective in care atentia 
principalá sá fie indreptatá asupra originii, semnificatiei 
si evolutiei notiunilor de baza, incercind sá desluseascá 
dezvoltarea ulterioará a acestora. Am fi foarte bucurosi 
dacá, pe acest drum, paginile care urmeazá ii vor fi de 
un oarecare ajutor. 

In redactarea acestor pagini am fost insufledd de 
perspectiva largá si pasiunea pe care ni le-a transmis, 
de-a lungul anilor, profesorul nostru de] analiza mate- 
maticá, acad. Mirón Nicolescu, ale cárui lecfii si indru- 



mari contribuie ín mod esenfial, de vreo douázeci de ani 
Tncoace, la dezvoltarea scolii románesti de analiza. 

Cititorii care dórese sá cunoascá si mai amánuntit ches- 
tiunile expuse in aceastá carte se pot adresa manualelor si 
tratatelor de analiza apárute in ultima vreme la noi in tara. 
Dintre acestea, relevám: pentru studenti, Manual de 
analiza matemática , ín douá volume, de acad. Mirón Nico- 
lescu, prof. N. Dinculeanu si prof. S. Marcus, Editura 
Didáctica si Pedagogicá, Bucuresti, 1963 si 1964, si Funcfii 
reale si elemente de topologiegenerala de acad. Mirón Nicole- 
scu, Editura Didáctica si Pedagogicá, Bucuresti, 1967; 
pentru avansafi si specialisti, tratatul Analiza matemática, 
in trei volume, al acad. prof. Mirón Nicolescu, Editura 
Tehnicá, Bucuresti, in anii 1956, 1958, 1961. 

Unele capitole ale cár^ii de fafá apar, poate, intr-o 
luminá mai semnificativá abia dupa lectura unor capi¬ 
tole ulterioare; aceasta este, de exemplu, situajia capi- 
tolelor I si III, a cáror semnificatie se intregeste dupa 
lectura capitolului IV. 

In definitivarea textului acestei cárti am profitat de 
observable pre|ioase ale prof. I. Barbálat si prof. C. Foias. 
Le exprim aici recunostinta mea. 
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I 


De la funcfii euleriene la func|ii arbitrare; 
De la functii arbitrare la functii calculabile 

EVOIUTIA NOJIUNII DE FUNCTIE, PÍNÁ LA EULER 


ln mod explicit, nici grecii, nici egiptenii nu au íntre- 
buintat notiunea de funche. Ei au folosit insá expresia 
ariei unui cerc ca functie de diametru si expresia sumei 
unei progresii aritmetice ca functie de primul ternien, 
de rafie si de numárul termenilor. Inca inainte de era 
noastrá s-au folosit corespondente intre márimi, definite 
prin tabele. Primul tabel de sinusuri trigonometrice a 
fost calculat in secolul al V-lea i.e.n., fiind necesar in 
reperarea astrelor. Cu un secol ínainte de era noastrá, 
Hipare dá un tabel cu caiculul coardelor pentru únele 
arce circulare. Indienii au fost si ei ín posesia acestei 
conceptii geometrice si practice. Lucrárile indienilor si 
grecilor s-au ráspindit in Europa abia in secolul al XV-lea. 
La sfirsitu 1 secoiului al XV-lea s-a observat cá corespon- 
denfa n —> a n stab i leste o legáturá intre adunarea a doi 
intregi si inmultirea a douá puteri cu exponent intreg. 
Aceastá observare a condus — la jumátatea secoiului al 
XVl-lea — la definiría logaritmilor (Stiffel, 1544). Tot 
in secolul al XVI-lea, un elev al lui Copernic, Rhaeticus, 
a alcátuit un tabel de linii trigonometrice ale arcelor 
din zece in zece secunde, valorile liniilor fiind calcúlate 
cu 15 cifre exacte. Matematicienii acestui timp aveau, 
fárá sá o exprime, o idee foarte neta despre ceea ce avea 
sá se numeascá nrai tirziu continuitatea functiilor trigo¬ 
nometrice. La inceputul secoiului al XVIl-lea (1614), 
Neper alcátuieste primul tabel de logaritmi. Paralel cu 
aceasta, cercetárile matematicienilor italieni si cele ale 
lui Descartes asupra ecua{iilor algebrice conduc, in seco- 
lele XVI si XVII, la considerarea functiilor algebrice. 
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Tn timpul luí Descartes (1596—1650) si Fermat (1601—1665) 
s-au considerat functii algebrice definite prin curbe geo- 
metrice simple, polinoame, frac(ii ratónale, functii tri- 
gonometrice si inversele lor, functia logarítmica si cea 
exponenfialá.’ De acest moment se leagá primul studiu 
sistematic al notiunii de funche. 

In terminología lui Newton (1642—1727) functia este 
o fluentá, adicá o cantitate care se scurge cu timpul; 
derivata e numitá fluxiune, ea serveste pentru a studia 
variaba fluentei. 

Cu Leibniz (1646—1716) si J. Bernoulli (1667—1748), 
notiunea de functie se elibereazá de consideratii acce- 
sorii si ia o formá analiticá. Termenul de functie este intro- 
dus abia la sfirsitul secolului al XVII-lea de catre J. Ber¬ 
noulli. 

Tinind seama de caracterul elementar al notiunii de 
functie, este de mirare cá pina la sfirsitul secolului al 
XVII-lea nu se introdusese nici un simbol special pentru 
a desemna o functie. J. Bernoulli a introdus pentru prima 
oará un astfel de simbol, notind cu litera X o functie de o 
singurá variabilá. Intrebuintarea unui simbol special 
pentru a desemna o necunoscutá pare astfel a fi precedat 
cu peste 3 000 de ani intrebuinfarea unui simbol pentru 
o funcfie. Aceasta poate sá para curios unui spirit mate- 
matic modern, pentru care distanta care separá cele douá 
intrebuintári e neinsemnatá. Totusi, un scolar din zilele 
noastre ínvatá inca de la 11 ani sá noteze o necunoscutá 
cu x, dar abia cu ci{iva ani mai tirziu aude de functii si 
invatá sá le noteze cu o litera specialá. 

La inceputul secolului al XVIIÍ-lea, definida notiunii 
de functie capátá prin J. Bernoulli urmátoarea formá: 
o functie de o márime variabilá este o cantitate compusá 
intr-un anumit fel din aceasta márime variabilá si din 
constante. Definítia capátá un carácter ceva mai precis 
prin Euler: o functie este o expresie analiticá compusá 
intr-un fel oarecare cu ajutorul varia bilelor si cu constante. 
Euler (1707—1783) introduce variabila complexá si func- 
tiile analitice, clasificá functiile in algebrice si transcen¬ 
dente si este primul care considera functii implicite. 
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STUDIUL SERItLOR TRIGONOMETRICE 
GRÁBE$TÉ LÁRGIREA NOJIUNII DE FUNCTIE 

Studiul vibratiei coardelor ín instruméntele de muzicá 
il conduce pe Euler sá considere functii mai generale 
dectt cele analitice. La 1747, D'Alembert (1717—1783) 
a arátat cá soluta problemei coardelor vibrante depinde 
de douá functii arbitrare supuse anumitor restric(ii. Euler 
a determinat solu{ia care corespunde unor anumite con- 
ditii inijiale, date de curbe trasate intr-un mod arbitrar 
si nu numai de curbele analitice ale geometriei lui Des¬ 
cartes. Acestor functii arbitrare, Euler le-a aplicat me- 
todele rezervate, inainte de el, functiilor date prin expresii 
analitice, fárá a controla dacá Tntr-adevár aceste functii 
arbitrare admit o reprezentare analítica. In 1753, D. Ber- 
noulli (1700—1782) dá solujia problemei coardelor vibrante 
cu ajutorul dezvoltárii tn serie trigonométrica. Compararea 
metodei lui cu cea a lui Euler pune problena reprezentárii 
printr-o serie trigonométrica a unei functii definite printr-o 
curbá arbitrará. In orice caz, studiul ecua(iei coardei 
vibrante a arátat de la ínceput cá anumite functii discon¬ 
tinué pot fi reprezentate cu ajutorul unei serii trigonomé¬ 
trico convergente. Ideea de serie Fourier, adicá de serie 
trigonometricá in care coeficientii sint da(i deformulele 
lui Fourier (1768—1830), aduce un spirit cu totul nou. 
Matematicienii se aflau in faja problemei: in ce conditii 
seria Fourier asociatá unei functii date este convergentá? 
Pentru a se ráspunde la o astfel de intrebare nu mai erau 
suficiente metodele de calcul folosite, depildá, deLagrange 
(1736—1813) si Euler. Era nevoie, dupa cum spune Diri- 
chlet, de inlocuirea calculului cu idei. Era nevoie de o 
definít¡e a coresponden(ei funcjionale, independentá de 
orice forma de expresie analítica. O astfel de defini(ie 
avea sá fie data de Cauchy (1789—1857) si, mai tirziu, 
de Riemann (1826—1866). Se spune cá y este func(ie de 
x, dacá fiecárei valori bine determínate a lui x ii cores¬ 
punde o valoare bine determinatá a lui y, indiferent de 
forma relajiei care leagá pe x de y. 

Aceastá definifie a cápátat ulterior o forma mai pre- 
cisá. O funcfie este datá prin douá mulfimi X si Y si o 
regula / care asociazá fiecárui element din X un element 
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bine determinat din Y. Deci functia nu este data doar prin 
regula f, ci prin sistemul <X, Y, f >. 

Pentru stabilirea tn toatá generalitatea si cu toatá 
rigoarea a proprietátilor relative la functii, trebuia deci 
sá nu mai interviná in ra^ionamente forma particulará 
a expresiei algebrice sau transcendente, prin care e actua- 
lizatá o functie. Prin aceasta se generalizeazá insási no- 
tiunea decurbá. Notiunea de funche e eliberatá de recurge- 
rea exclusiva la intuijia geométrica. Apare defin i t ia 
riguroasá a cont inu i tát i i, data de Cauchy. Weierstrass 
construieste o functie continua care nu e derivabilá in 
nici un punct si astfel iese la ivealá discreparla dintre 
ideea de continuitate si suportul ei intuitiv, geometric. 
Si asa, spiritu 1 de rigoare introdus de Cauchy introduce 
si riscurile unei noi crize. Suportul intuifiei geometrice 
nu mai putea constituí baza rafionamentelor analizei. 
Din aceasta eriza, analiza avea sá fie scoasá de teoría 
multimilor. 

Din 1807 (data primelor lucrári ale lui Fourier asupra 
seriilor trigonometrice) pina la 1873, cind apar primele 
lucrári ale lui Cantor (1845—1918) douá directii aveau sá 
conducá la teoría multimilor. Una trece prin opera lui 
Cauchy, Dirichlet, (1805—1859), Fourier, Riemann, si se 
refera la problema integrárii functiilor; cealaltá prin 
operele lui Bolzano, (1781 —1848), Dedekind (1831 —1916), 
Weierstrass (1815—1897), Cantor si se referá la princi- 
piile analizei si la delimitarea doineniului ei. 


CARACTERUl ÍNSELÁTOR Al NOTIUNII GENERALE DE FUNCTIE 

La aparitia ei, notiunea de functie continua, in forma 
riguroasá data de Cauchy, a indus in eroare pe matemati- 
cieni. Nu se sesiza cit de departe se poate sitúa aceasta 
notiune fatá de suportul ei intuitiv. Abia ulterior si, in 
únele privinte, abia in secolul nostru s-a putut intelege 
intreaga generalitate a acestei notiuni. 

Cu notiunea moderna de functie, lucrurile s-au intimplat 
invers. Atunci cind ea a íost introdusá, matematicienii 
aveau impresia cá seaflá in fata unei notiuni íoarte generale 
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si, tocmai de aceea, foarte sáracá; ¡n fata unei notiuni 
care numai printr-o particularizare sau alta poate sa 
deviná interesanta, sá cápete un continut mai bogat, sá 
conducá la o clasá de obiecte de oarecare fnsemnátate. 
Intre expresiile analitice care faceau obiectul conceptiei 
euleriene asupra functiilor, pe de o parle, si fungia reala 
arbitrará de variabilá reala, pe de alta parle, se credea cá 
este o distantá extraordinar de mare si nu se íntrevedea 
vreo posibilítate ca matemática sá stabileascá puñete 
de contad intre acesti doi poli opusi. Aceastá impresie 
inselátoare provenea din faptul cá matematicienii inter- 
pretau funefia arbitrará in sensul cá sintem liberi sá 
alegem pentru fiecare punct al domeniului de defini{ie a 
func(iei o valoare care ne convine, aceastá alegere fiind 
independentá de alegerile fácute pentru celelalte puñete. 
Asa se explicá stupoarea cu care a fost primitá, la inceputul 
acestui secol, teorema lui W. H. Young, care stabilea_ 
cá pentru orice functie de variabilá realá, in fiecare punct,' 
exceptind cel mult o mul|ime numárabilá de puñete, 
multimea valorilor limita la stinga coincide cu multimea 
valorilor 1 imitá la dreapta. Un numár X este o valoare 
limita la stinga (respectiv la dreapta) a functiei / in 
punctul x 0 dacá existá un sir {x n } tinzínd catre x 0 , x„ < x n 
(respectiv x„ > ,v 0 ), pentru care lim f(x„) — X. 

M->0O 

Astázi ínsá care este situatia? Studiul proprietátilor 
generale ale functiilor a luat o asemenea amploare, íncit 
lista proprietátilor care aparan acestor funejii a devenit 
impresionantá. Caracterul paradoxal pe care-1 prezintá 
la prima vedere aceste proprietáfi se sterge la o cercetare 
mai apropiatá. 

In fapt, noi nu putem decit sá grupám púnetele dome¬ 
niului de definitie íntr-un numár finit de multimi dis- 
juncte si sá ne dám, pentru fiecare din aceste multimi, 
o anumitá regula de corespondentá. Dacá totusi definim 
uneori o functie folosind o infinítate de reguli, aceasta 
se explicá prin faptul cá regulile sínt deduse, printr-un 
numár finit de reguli, dintr-o colecte de asemenea finita 
de reguli. Aceastá situare face ca valorile luate de functie 
ín diferite puñete repartizate in aceeasi multime sá nu 
fie complet independente, márimea influente! unora 
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asupra celorlalte depinzind de natura regula de corespon- 
den[á adóptate ca definifie a functiei pe multimea con- 
sideratá. Deci limitele naturale ale capacita^ noastre 
de intuiré si gíndire impun notiunii generale de functie 
importante restrictii. 

Mai exista insá si un alt aspect. Notiunea generala 
de funche consta, asa cum am mai arátat, dintr-un an- 
samblu de trei obiecte: o mulfime A (multimea de definitie), 
o muidme B si o regula/care asociazá fiecárui elementdin 
A un element unic din B. O functie realmente arbitrará 
ar fi aceea pentru care nu numai cá aplicaba f nu este 
supusá nici unei restrictii, dar multimile A si B sint si 
ele arbitrare, deci la ríndul lor nesupuse nici unei restrictii- 
Insá ceea ce numim, de obicei, in analiza proprietáti ale 
functiilor arbitrare sint, de fapt, proprietáti ale unor 
functii pentru care doar regula f este arbitrará, in timpce 
multimile A si B sint destul de particulare. In aceste 
conditii, proprietátile in cauzá sint, in ultima instará, 
proprietáti ale multimilor A si B. Sá ne referim, de exem- 
plu, la urmátoarele douá teoreme care se demonstreazá 
in teoria functiilor reale: 

a) orice functie reala de o variabila realá este suma a 
douá functii cu proprietatea lui Darboux (1842—1917) 
si limita unui sir de functii cu proprietatea lui Darboux 
[/are proprietatea lui Darboux dacá, pentru orice interval 
/, /(/) este un interval]; 

b) orice functie realá de o variabilá realá coincide 
aproape peste tot cu o functie cu proprietatea lui Darboux. 

Observám cá aici multimile A si B sint chiar multimea 
R a numerelor reale. Dacá A si B ar fi mul{imi arbitrare, 
astfel de expresii ca ..proprietatea lui Darboux" si „aproape 
peste tot“ si-ar pierde sensul, si propozitiile a) si b) n-ar 
mai putea fi nici mácar enunfate. Rezultá cá aceste pro- 
pozitii reflecta ceva din structura dreptei numerice, 
deoarece ele se referá la aplicable dreptei numerice ín 
ea Jnsá$i. 

In aceastá ordine de idei, trebuie sá citám aici rezul- 
tatele a doi matematicieni románi care, in deceniul al 
treilea al secolului nostru, au obtinut únele rezultate 
interesante privind funct i i le reale arbitrare, de o varia¬ 
bilá realá. 
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Florín Vasilescu (1897—1958) in teza sa de doctorat, 
susfinutá §i publieatá la Paris ín 1925, a intreprins un 
studiu sistematic al functiilor multiforme de variabile 
reale, deci al functiilor in definida cárora conditia de 
univocitate a corespondenfei este inláturatá. Ulterior, 
íntr-un articol publicat in 1927, Florín Vasilescu a i lus¬ 
tra! eleganfa metodelor sale chiar pe exemplul func(iilor 
reale obisnuite, de o variabilá reala, demonstrind urmá- 
toarea teorema : Fiind data o funche reala / de o varia¬ 
bilá reala, exista un sir {/„} de func(ii continué, care 
converge catre / in orice punct in care aceasta din urmá 
este continua. 

Alexandru Froda, in teza sa de doctorat, sustinutá 
§i publieatá la Paris in 1929, consacrá un amplu studiu 
asa-numitelor proprietáfi de vecinátate (adicá proprietá- 
(ilor cu carácter local) ale functiilor, demonstrind, intre 
áltele, cá púnetele de discontinuitate de prima specie 
ale unei func(i¡ reale arbitrare, de o variabilá reala, for- 
meazá o mulfime cel mult numárabilá. Pina atunci se stia 
doar cá dacá o funche realá de o variabilá realá nu admite 
puñete de discontinuitate de a doua specie, atunci púnetele 
ei de discontinuitate formeazá o multime cel mult numá¬ 
rabilá, adicá o multime care se aflá in corespondentá 
biunivocá cu multimea numerelor naturale sau cu o parte 
a acesteia. (Amintim cá un punct de discontinuitate x 0 al 
unei func{ii / este de prima specie, dacá / admite in punctul 
x 0 atit limitá la stinga cit si limitá la dreapta; in cazul 
contrar, punctul de discontinuitate este de a doua specie.) 
Ulterior, numeroase alte articole ale lui Alexandru Froda 
au fost dedícate unor proprietáti apartinind tuturor func¬ 
tiilor reale de o variabilá realá. 

Autorul acestei cárt¡ a consacrat de asemenea un numár 
de articole functiilor reale arbitrare de o variabilá realá. 
Citám aici unul dintre rezultatele obtinute: Orice functie 
realá de o variabilá realá este suprapu nerea a doua functii 
derivabile aproape peste tot. (O proprietate are loe „aproape 
peste tot“, dacá are loe in fiecare punct, exceptind eventual 
púnetele unei multimi de másurá nulá. O multime de 
puñete pe dreaptá este de másurá nulá, dacá ea poate fi 
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acoperitá cu un sir de intervale de lungime totalá oricit 
de mica.) 

La sfírsitul secolului precedent si inceputul secolului 
nostru, cind teoría functiilor reale abia ísi croia drum, 
exista un contrast íntre unitatea orgánica, eleganta si armo¬ 
nía pe care le prezenta teoría functiilor de variabilá 
complexa, pe de o parte, si lipsa de eleganfá, caracterul 
mígalos si complicat al rationamentelor si rezultatelor 
din teoría funcfiilor de variabilá reala pe de alta parte. 
Astázi, teoría functiilor reale si-a recápátat, pe o treaptá 
mai ínaltá, simplitatea si pregnanfa pe care le avea pe 
timpul lui Euler. O tendinfá puternicá ín teoría functii¬ 
lor este íntoarcerea la expresia eulerianá, mai precis, 
la polinom. Dar aceastá íntoarcere nu se face pe vechiul 
drum, ci trece obligatoriu prin teoría functiilor generale 
(arbitrare). 


PUNCTUL DE VEDERE STATISTIC 

Intr-o conferintá (¡ñuta la Congresul matematicienilor 
románi din 1929 la Cluj, acad. O. Onicescu, amintind o 
apropiere fácutá de W. H. Young íntre teoría functiilor 
si calculul probabilitátilor, unde sub aspectul dezordonat 
al elementelor se poate ascunde o lege generala, observa 
tendinfa tot mai accentuatá de a se descoperi proprietáti 
care au loe ín afara unei anumite multimi neglijabile si le 
numea „proprietát¡ statistice ale functiilor". Tocmai 
abordarea acestui punct de vedere statistic explica boga- 
fia si íecunditatea rezultatelor ín teoría moderna a funcfiilor. 

Un exemplu sugestiv ¡n aceastá privintá íl constituie teo¬ 
rema lui Denjoy-Young-Saks asupra numerelor derívate 
ale unei funefii arbitrare. Se stie cá oricárei funefii reale 
de o variabilá realá i se asociazá, ín fiecare punct, patru 
numere derívate, definite ca limite extreme unilaterale ale 
raportului dintre eresterea funefiei si cresterea variabilei. 
(De exemplu, numárul derivat superior la dreapta al 
funefiei f(x) ín punctul x„ este, prin definifie, limi¬ 
ta superioará a raportului —- < cínd x tinde cá- 

x — x„ 
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tre x„ dinspre dreapta.) Apriori, intre aceste patru 
numere derívate sínt posibile zeci de situat i i si orice 
incercare de a le impune, ín íiecare punct, anumite egali- 
táti sau inegalitáti atrage o restríngere considerabilá a 
clasei initiale de íunctii. Cercetárile profunde ale lui 
Denjoy, Young si Saks au arátat ínsa cá toatá aceastá diver- 
sitate a situatiilor numerelor derívate se petrece pe o multi- 
me care, in multe probleme, poatefi privitá ca un deseu, 
anume pe o multime de másurá nula. (Amintim cá o multi- 
me de puñete pe dreapta este de másurá nula dacá, oricare 
ar fi e >0, existá o familiecel mult numárabilá de intervale 
care acoperá multimea, astfel incit lungimea totalá a acestor 
intervale este iníerioará lui s.) In atara acestei mul(imi 
„parazite“, situaba numerelor derívate ale unei íunctii 
arbitrare poate fi caracterizatá printr-o alternativa deo- 
sebit de pregnantá. Astfel, dacá numim „opuse“ numárul 
derivat superior la stlnga (respectiv la dreapta) si numárul 
derivat inferior la dreapta (respectiv la stínga), si „aso- 
ciate" cele douá numere derívate la stínga si ceíe douá 
numere derívate la dreapta, se poate afirma cá in fiecare 
punct, exceptind púnetele unei anumite mulfimi de má¬ 
surá nulá, douá numere derívate opuse sint sau finite 
si egale sau infinite si de semne diferite; douá numere 
derívate asocíate sínt sau egale si finite, sau inegale, cel 
pufin unul dintre ele fiind infinit. Dar teorema are un 
carácter esenfial statistic; fiind dat un punct oarecare, 
nu avem, in general, posibilitatea de a decide dacá acest 
punct apar(ine sau nu deseului, mulfimii exceptionale. 

Tocmai acest punct de vedere statistic a permis sta- 
bilirea unei legáturi profunde intre íunctii generale si 
polinoame. O teorema celebra a lui Weierstrass stabilest'e 
pentru orice funefie f(x), continuá pe un interval inchis 
si márginit, existenja unui sir de polinoame care converge 
uniíorm cátre f(x). Metodele analizei clasice nu au putut, 
ínsá, aráta in ce másurá aceastá posibilítate de aproximare 
prin polinoame se pástreazá pentru íunctii mai generale 
decit cele continué. Metodele subtile ale teoriei descrip- 
tive a functiilor, inaugúrate de Baire (1874—1932) 
au permis sá se stabileascá intre áltele cá, sacrificind 
uniformitatea convergentei, posibilitatea de aproximare 
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prin polinoame se pástreazá pentru clase íntinse de functii 
discontinué, intilnite in practica matemática. Astíel, 
orice funcfie derivatá, orice func^l; semicontinuá si orice 
funche cu variare márginitá sint limite convergente de 
polinoame. (O functie / este superior semicontinua in 
punctul x 0 dacá, fiind dat s > 0, exista r¡ > 0, astfel 
incit f(x) < f(x 0 ) + e de índatá ce \x — x 0 | < t¡. Inlocuind 
inegalitatea f(x) < f{x 0 ) + e prin f(x ) > f(x 0 ) + e, ob- 
tinem definida semicontinuitátii inferioare. Functia / 
este semicontinua, dacá este in fiecare punct superior 
semicontinua sau in fiecare punct inferior semicontinuá.) 
O astfel de teorema are ínsá o valoare redusá din punct 
de vedere aplicativ, din cauza absenfei uniformitátii 
convergen Jei. 

In continuare, problema care se pune este de a stabili 
dacá nu cumva uniformitatea convergentei reapare de 
índatá ce inláturám o anumitá muidme de puñete, mul- 
time care, bineinfeles, nu trebuie sá fie „prea mare“, adicá 
sá aibá o másurá inferioará unui numár pozitiv dat (pentru 
nofiunea de másurá, a se vedea capitolul IV). 

In felul acesta, problema aproximárii prin polinoame 
este pusá toemai din punctul de vedere statistic despre 
care s-a vorbit mai sus. Pe de o parte, se ob{ine o lárgire 
considerabilá a clasei de functii care pot fi privite ca limite 
de polinoame; pe de altá parte, cu sacrificiul unei multimi 
„de másurá micá“, este asiguratá uniformitatea conver¬ 
gentei firului de polinoame cátre functia respectivá. 
Rezultatele acestor cercetári [intreprinse in primul rind 
de Luzin (1883—1950), Borel (1871—1956) si Fréchet] 
se pot rezuma astfel: fiind datá o functie realá f(x), má- 
surabilá §i finitá aproape peste tot pe [a, b\, existá o mul- 
time E de másurá nulá, continutá in [a, b], si un §ir P„(x) 
de polinoame, astfel incit, pentru orice x e [a, fr] — E, 
sirul P„(x) converge cátre f(x). Fiind dat un numár pozitiv 
e, existá o mulfime K, inchisá $i márginitá, continutá in 
[a, b], astfel incit másurá (in sensul lui Lebesgue) a mul- 
timii [a, b] — K este inferioará lui s, iar sirul P i(v), 
P 2 (x),..., P„(x), ... converge, pe K, uniform cátre f(x). 
(Másurá multimii [a, b] — K este egalá cu suma unei 
serii care are ca termeni lungimile intervalelor care nu 
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contin fn interior puñete din K. . Evident, lungimea fie- 
cárui astfel de interval e luatá o singurá data.) 

Si aici, ca si ín teorema lui Denjoy-Young-Saks, este 
interesant sá observám caracterul esential statistic al 
faptelor puse ín evidentá. Fiind dat un punct rg [a, b], 
nu sintem ín stare sá decidem dacá acest punct aparfine sau 
nu multimii e.xceptionalef (sau multimii exceptionale K)- 

Teorema de mai sus da tot ce se putea aftepta ín pro¬ 
blema aproximárii prin polinoame; intr-adevár, cadrul 
natural al teoriei functiilor il furnizeazá astázi clasa 
functiilor másurabile. Nu se cunoaste nici un exemplu 
individual de funche nemásurabilá. In schimb, este 
remarcabil faptul cá se pot da exemple individúale de 
funel i i care scapá oricárei reprezentári analitice, adicá 
sínt in atara clasificárii lui Baire. (Functiile continué 
alcátuiesc clasa zero. Functiile discontinué, care sínt li¬ 
mite de functii continué, alcátuiesc clasa 1; functiile 
care nu sínt continué sau de clasa 1, dar se obtin ca limite 
de functii de clasa 1, se numesc functii de clasa 2, s.a.m.d. 
Aceastá clasificare se prelungeste in transfinit. O funefie 
care nu este de nici o clasá finita, dar este limita de functii 
de clasá finita, este de prima clasá transfinitá.) Nu este 
totusi lipsit de interes sá semnalám un rezultat al lui 
Sierpiñski, in virtutea cáruia, cu sacrificiul unei multimi 
„eeva mai mari“ decít in teorema de mai sus, se poate 
aproxima prin polinoame orice functie realá de variabilá 
reala. lata cum seenuntá acest rezultat: Fiind data o funefie 
realá f(x), definitá pe [a, b], si un numár s > 0, exista 
un polinom P(x), astfel incit multimea punctelor xe[a, b], 
pentru care inegalitatea | f(x) — P(x) |<s nu are loe, este de 
másurá internara inferioará lui e. (Prin másura interioará a 
unei multimi A continute in [a, b] se intelege diferenfa 
dintre b — a si másura exterioará a multimii [a, b] — A. 
Notiunea de másurá exterioará este definitá in capitolul IV.) 

FENOMENE DE CONTINUITATE LA FUNCTII DISCONTINUE _ 

Roadele punctului de vedere statistic in teoría moderná 
a functiilor sínt, poate, si mai vizibile atunci cind incercám 
sá detectám fenomenele de continuitate ale unei functii 
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reale de variabilá reala. Astfel, pentru functiile din cla- 
sificarea lui Baire, I. Maximov a stabilit, ín urmá cu 
vreo douázeci de ani, cá pentru fiecare punct x, excep- 
tínd cel mult o muidme numárabilá de puñete, exista 
o muidme perfecta P care se acumuleazá ín x dinspre 
stínga si o mulfime perfecta Q care se acumuleazá ín x 
dinspre dreapta, astfel íncít funefia este continua ín x atít 
prinP.cit si prin Q. Aceasta ínseamná cá pentru orice e>0 
exista r, > 0, astfel íncít din y 6 PUQ- I y — *1 < "H rezultá 
\f (y) — f (x)\ < e. (O muidme Peste perfecta dacáP =P', 
unde P’ este multimea punctelor de acumulare pentru P. 
Un punct x este de acumulare pentru o multime A dacá 
orice interval care confine pe x confine.o infinítate de 
puñete din A.) ín ce priveste functiile másurabile (a se 
vedea definifia lor ín capitolul IV), Denjoy a stabilit, 
pe baza unei teoreme celebre a lui Luzin, cá ín fiecare 
punct, exceptínd cel mult o mulfime de puñete de másurá 
nulá, are loe asa-numita continuitate aproximativá (Hincin 
o numeste asimptoticá). Iatá ín ce consta acest tip de 
continuitate. Sá notám cu ¡x másura Lebesgue (definitá 
ín capitolul IV), cu / un interval care confine ín interior 
punctul x si cu E o mulfime másurabilá. Sá presupunem cá 

,. u(£fV) i 

w (/)-fO n(/) 

In acestecondifii, spunem cá mulfimea £ admite punctul x 
ca punct de densitate. Sá presupunem acum cá exista 
o mulfime £ care admite punctul x ca punct de densitate 
si astfel íncít funefia / este continuá ín x prin mulfimea £. 
Aceasta ínseamná cá pentru e > 0 existá r t > 0, 
astfel íncít din | y —x i < r ( , y GE, rezultá !/(//) — 
— f(x) ; < s. In aceste condifii, spunem cá funefia / 
este aproximativ continuá in punctul x. In lumina acestei 
definifii, teorema lui Denjoy, enunfatá mai sus, are un 
dublu carácter statistic. Acest carácter apare atít in mo- 
dul de definifie al noii specii de continuitate, definifie 
in care apartenenfa sau nonapartenenfa unui punct y =f= x 
la mulfimea £ nu poate íi decisá, cít si in validitatea 
doar ín afara unei mulfimi nespecificate, dar de másurá 
nulá, a unei proprietáfi. Oricit de artificíala si de compli- 
catá ar putea sá apará la prima vedere proprietatea enun- 
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tata, trebuie sá spunem cá ea are o semnificatie fizicá 
deosebitá, iar nojiunea de continuitate aproximativá 
s-a dovedit a f¡ mai adecvatá conceptiei discontinué 
asupra materiei decit continuitatea clasica, introdusá de 
Cauchy. 

Daca párásim clasa func^iilor másurabile, fenomenele 
de continuitate devin mai putin pregnante. Totusi, nu ne 
putem opri sá spunem citeva cuvinte despre o teorema 
care si astázi, la peste 40 de ani de la aparitia ei, nu si-a 
pierdut caracterul senzafional si care provoacá uimirea 
oricárui matematician. Este vorba de o teorema stabilitá 
de H. Blumberg si care se enunfá in modul urmátor: 
Fiind data o funcjie reala f(x), definitá pe un interval 
[a, f>], exista o mulfime E continutá ín [a, b ], densa peste 
tot in [a, 6] si astfel íncit f(x) este continua, prin multi- 
mea E, in fiecare punct al multimii E. Aceasta inseamná 
cá fiind dat un x e E si un e > 0, exista un r¡ > 0, astfel 
incít din | y — x \ < y¡, y e E rezultá \f(y) — f(x) \ < t. 
Aceasta teoremá nu a putut fi amelioratá in nici un fel. 
De exemplu, W. Sierpiñski a arátat cá exista functii 
pentru care muljimea £ nu poate fi aleasá in asa fel 
incít sá fie nenumerabilá. 


O CRITICA A NOTIUNIIOR CIASICE 

$1 O PLEDCARIE PENTRU NOTIUNILE MODERNE 

Dacá din punctul de vedere al dezvoltárii interne a 
teoriei functiilor diversele rafinári la care sint supuse 
notiunile fundaméntale ale analizei apar explicabile, nu 
mai pufin interesant ar fi de vázut in ce másurá se mai 
pástreazá acele semnificafii intuitive, fizice, deosebit de 
izbitoare pe care le prezintá notiunile clasice ale teoriei 
functiilor. In ce másurá concepta moderná asupra notiunii 
de functie stá fa(á de universul fizic intr-alt raport decit 
conceptia eulerianá? Iatá, in aceasta privintá, opinia 
lui Denjoy, expusá in cadrul unei conferinte tinutá la 
Paris in urmá cu vreo douázeci de ani: Ce trebuie 

sá asteptám de la teoría functiilor de variabilá realá, in 
ce priveste intelegerea mai buná a realitátii fizice?" 



„Trebuie sá o privim ca stilizínd, tntr-un sens opus 
analizei clasice, aspectul materiei. Reprezentarea unui 
aspect din naturá printr-o funche eulerianá indefinit 
derivabilá nu este sensibil exacta decít pentru observafii 
la scará mare. Viteza unui avión vázut de departe poate 
sá para uniforma. Dacá ínsá din acest aparat se considera 
doar o párticicá si se studiazá traiectoria ei ín decursul 
unei miimi de secunda, se va identifica o vibrare a cárei 
viteza si amplitudine vor masca si vor domina miscarea 
uniforma mijlocie a punctului material observat... O 
reprezentare eulerianá, satisfácátoare, la dimensiunile 
mijlocii, devine ín íntregime falsa ín lumea infinitului 
mic“. 


[( Teoria fundidor de o variabilá reala ne sugereazá 
sá asimilám materia cu o mulfime perfecta total discon¬ 
tinua. La o scará mijlocie, aceasta este echivalentá cu un 
numár finit de blocuri distincte si sepárate. O astfel de 
imagine poate sá conviná modelului, sá-i dovedeascá armá- 
tura, asa cum funcjia eulerianá ii descrie aspectul exterior. 
Dacá ínsá ímpingem la nesfírsit imbucátajirea acestor 
blocuri, ne rámíne, la limitá, un sistem de ace de recif 
ín care nu mai gásesti nici o platformá, cít de micá, pe 
care sá pui piciorul ...“ 

In sensul aceleiasi pledoarii pentru o conceptúe moderna 
neeulerianá asupra functiilor, vom da alte douá cítate 
din Denjoy (/níroducíion á la theorie des fonctions de va¬ 
riables réelles, vol I, 1937, pp. 8, 9); iatá de pildá, o cri- 
ticá a functiilor derivabile: 

„... Sensul fizic al derivárii, al diferentierii, este uriná- 
torul: Cínd se observa ín jurul unui punctAÍ, intr-un cimp 


de dimensiune S, unfenomencu grosismentul —, fenomenul 


tinde sá ia aspectul limar pe másurá ce S se mic§oreazá- 
O suprafatá fizicá ia aparenta unui plan, o miscare pune* 
tualá tinde sá se manifesté rectilinie si uniforma etc. Iatá 
ce ar trebui sá ne arate natura, dacá notiunea de derivatá 
ar fi conforma cu realitatea lucrurilor. Dar nimic nu 
este mai pufin adevárat. Ori de cite ori grosismentul 
sub care observám un címp íncearcá o crestere cít de cít 
ínsemnatá, aspectul fenomenului considerat este ín ín- 
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tregime rásturnat. Neregularitatea nu se va atenúa, ci 
se va modifica mereu. Capriciul configuratiilor si al 
miscárilor pare sá creascá atunci cínd puterea de obser¬ 
vare creste ín acelasi timp cu micimea ctmpului. 

Notiunea de derivatá este falsa din punct de vedere 
fizic...“ 

$i iatá o pledoarie pentru studiul functiilor discontinué: 

„Oriunde ai deschide ochii í(i apare discontinuul. 
Mulfimea punctelor care pot fi unite cu un centru optic 
O printr-o raza rectilinie care nu íntílne$te nici un obiect 
opac este o mulfime discontinua. Sá presupunem cá o 
raza care porneste din punctul 0 este definitá prin caracte- 
risticile ei unghiulare (azimutul 9 §i distanta zenitalá 6 ). 
Distanta r, fafá de 0, a unui punct de pe panorama situatá 
pe aceastá raza este o funcfie r — /(?, 0 ), care prezintá o 
discontinuitate ori de cite ori raza, presupusá mobilá, 
atinge conturul aparent al unui obstacol opac, dupa 
cum conturul se detaseazá pe un alt obiect, plasat indá- 
rátul primului, sau, dimpotrivá, pe cer. 

Funcfia r( 9 , 6 ) este semicontinuá inferior. Din punct 
de vedere fizic, aceasta este specia cea mai naturalá de 
funche..." 

ín ciuda bogatelor semnificafii fizice pe care le prezintá 
teoría functiilor de punct, ideea de „functie de punct" 
este, fn orice caz, mai pujin adecvatá fenomenului fizic 
decít aceea de ..funcfie de muidme". Incá ín urmá cu 
treizeci de ani, Lebesgue atrágea atenfia asupra acestei 
situatii ín cartea sa clasicá asupra integrárii: 

„... Nu trebuie deloe sá ne mire cá functiile de domeniu 
se introduc si apar ín fizicá mult mai bine adaptate nevoi- 
lor fizicianului decít functiile de punct. Un punct nu e 
decít conceptia limitá a unor corpuri din ce ín ce mai 
mici, o funche de punct nu se poate introduce ín fizicá 
decít ca limitá a unei functii de corp, a unei functii de 
domeniu. Dacá totusi se vorbeste put¡n despre aceste 
functii, aceasta se íntímplá numai pentru cá matemati- 
cienii n-au creat íncá algebra si analiza functiilor de 
domeniu. ín schimb, ín ce priveste functiile de punct, avem 
la dispozit¡e mijloace remarcabil de comode. Utilizínd 
diferite artificii, care de fapt se reduc totdeauna la a nu 
rajiona decít pe domenii destul de speciale pentru ca 
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ele sá nu depindá decít de un numár finit de variabile, 
se inlocuieste utilizarea functiilor de domeniu cu aceea 
a func|iilor de punct...“ 

In anii care s-au scurs de la aparitia cártii lui Lebesgue, 
teoría íunctiilor de mul(ime a luat o mare dezvoltare. 
S-a edificat o teorie completa aintegrárii unorastfelde 
func{ii. Totusi, teoría íunctiilor de punct este si astázi 
incomparabil mai avansatá. Ar fi suficient sá dám ca exem- 
plu teoría der i vari i, teorie care, in ce priveste functiile de 
punct, a atins intreaga perfectiune, dar se aflá inca intr-un 
-+aHiu relativ inapoiat in ce priveste functiile de multime. 


C '¡NTEZÁ SUPERIOARÁ: TEORIA DISTRIBUTIILOR 

A apárut insá un alt fenomen. S-a operat o sinte«.a 
a celor douá tipuri de functii — functii de punct si 
functii de multime — in cadrul unei teorii mai cuprinzá- 
toare, asa-numita teorie a distributiilor. Este interesant 
cá sugestia creárii unei astfel de teorii provine, nemijlocit, 
din fizicá, unde multa vreme s-a lucrat cu niste functii 
avind proprietáti imposibile din punctul de vedere 
al rigorii matematice, dar care xsi arátau, totusi, utili- 
tatea. (De pildá, functia lui Heaviside si functia lui 
Dirac. Prima este egalá cu zero pentru a: < 0 si egalá cu 
1 pentru x > 0. Derivata functiei lui Heaviside este 
functia 8(x) a lui Dirac, egalá cu zero pentru x 
si avind in origine o valoare atit de mare, incit 

^°° S(x)dx = 1. 

In felul acesta s-a incercat — si s-a reu§it — scufunda- 
rea teoriei íunctiilor de punct íntr-o alta teorie, mai 
generala, teorie in cadrul cáreia proprietátile paradoxale 
ale íunctiilor lui Heaviside si Dirac tsi gásesc o explicare 
fireascá si, prin aceasta, inceteazá de a mai fi paradoxale. 
Asa cum remarca un matematician, aceastá scufundare a 
teoriei íunctiilor de punct intr-o teorie a unor „funct¡i 
generalízate" se aflá intr-o izbitoare analogie cu scufunda- 
rea teoriei numerelor ratónale in teoria numerelor reale, 
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asa cum a fost ea efectuatá, de píldá, de catre Dedekind, 
prin celebra sa teorie a taieturilor. 

Dar cu aceasta intrám intr-o altá etapa a dezvoltárii 
ideii de funche, pátrundem íntr-un alt cerc de idei, 
íntr-un alt mod de gíndire matemática, un mod mai 
dinamic, ín care un fenomen, pentru a putea fi ínteles, 
trebuie privit mereu intr-o altá acceptie, dupa natura 
imprejurárilor. 

Notiunea de distribuye (sau funche generalizatá) este, 
dupa cum indica chiar una dintre denumirile ei, o gene¬ 
ralizare a notiunii de funcfie. Natura si scopul acestei 
generalizári amintesc intrucitva (asa cum am semnalat 
si mai sus) de procesul prin care s-a trecut de la nofiu- 
nea de numár rafional la notiunea de numár real. 
Pentru a ob{ine notiunea de numár real, se ia ca punct 
de plecare multimea numerelor ratónale si se considerá 
tóate sirurile de numere ratónale care satisfac conditia 
lui Cauchy. (Amintim cá un sir {a„} satisface conditia lui 
Cauchy dacá pentru orice numár pozitiv s exista un 
numár natural N , astfel íncit, dacá m > N si n > N, 
atunci \a„ — a m \ < s.) Se introduce in multimea acestor 
siruri o relatie de echivalentá si anume: douá siruri 
sint echivalente dacá sirul diferentá converge cátre zero. 
Cíasele de echivalentá astfel obtinute constituie, prin 
definitie, numerele reale. 

Pentru a obtine notiunea de distributie, se ia ca punct 
de plecare multimea functiilor reale, definite pe un 
acelasi interval (A, B) (unde— oo < A < <; oo). Se 

introduc apoi urmátoarele douá definitii: 

Despre un sir {F„} de functii reale definite pe {A, B) 
spunem cá converge pe (A, B) aproape uniform cátre 
funcfia F si scriern F„z£F, dacá F„ converge uniform 
cátre F pe orice interval compact continut in (A, B). 
(De exemplu, avem x/rc^O pe intervalul (— oo, oo) si 
[l-i-x/n]" ^e x pe acelasi interval.) Se demonstreazá imediat 
cá dacá un sir de functii converge uniform pe (A, B), atunci 
e! converge si aproape uniform pe {A, B), dar reciproca 
nu este adeváratá. Limita unui sir de functii continué 
care converge aproape uniform pe (A, B) este o funcfie 
continuá pe (A, B). Orice sir de functii continué care 
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converge aproape uniform pe (A, B ) satisface condifia 
luí Cauchy pe (A, B). Vom nota prin F¿%. faptul cá sirul 
{F„} converge aproape uniform (catre o funche); vom 
nota prin faptul cá §irurile {F„} si {G„} converg 

aproape uniform catre una si aceeasi funcfie. 

Despreun sir {/„} de functii continué pe (A, B) spunem 
cá este fundamental pe (A, B) dacá existá un §ir {F„} 
de funcfii si un numár íntreg K > 0, astfel íncít 

Fty(x) =f„(x) pe (A, B) (1) 

F„=í pe (.4, B). (2) 

Asa cum, pentru a se ajunge la nofiunea de numái 
real, se introducea o relafie de echivalenfá ín mulfimea 
sirurilor de numere rafionale care satisfac condifia lui 
Cauchy, pentru a se ajunge la nofiunea de distribufie, se 
introduce o relace de echivalenfá ín rrfultimea sirurilor 
fundaméntale de functii continué pe (A, B). 

Vom spune cá douá astfel de siruri {/„’) si {g„| sint 
echivalente si vom serie 

{fn} - {*.}, 

dacá existá douá siruri {F n } si {G„} de funcfii reale defi- 
nite pe (A, B ) si un numár íntreg K 0, astfel íncít 
derivata de ordinul K a funefiei F„ (respectiv G„) pe (^4, B) 
sá fie egalá cu f„ (respectiv g„), iar sirurile {F„} ?i {G„} 
converg pe (A, B) aproape uniform cátre una si aceeasi 
funefie. Cu alte cuvinte, avem pe ( A , B) 

FV(x) =/.(*), G<»(x) = g 9 (x), (3) 

F¿Z*G n . (4) 

Se poate aráta cá valoarea K din definifia de mai sus 
poate fi ínlocuitá prin orice alt numár íntreg mai mare 
decit K- 

Fiind date douá $iruri fundaméntale {/„} si {g„} de 
funcfii continué pe (A, B), ele sínt echivalente dacá si 
numai dacá sirul format prin alternare 

/l. gl' h< gi, •••• fn, g,„ ... (5) 
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este fundamental pe (A, B ). Intr-adevár, dacá sirul (5) 
este fundamental, exista un numár íntreg k O §i douá 
siruri {E,,} §i {G„} astfel íncít sínt satisfácute relatiile (3), 
iar sirul 

F i> ^i> F 2 , G 2 , ■■■, FG„, ... (6) 

converge aproape uniform pe ( A , B ), ceea ce implica 
indeplinirea conditiei (4). Deci conditiile (3) §i (4) stnt 
satisfácute. Reciproc, dacá conditiile (3) §i (4) sínt 
satisfácute, atunci sirul (6) converge aproape uniform pe 
{A, B), deci §irul (5) satisface relatiile (1) si (2). 

Deoarece am numit relaja — o relace de echivalentá, 
este necesar sá arátám cá ea este, íntr-adevár, reflexivá, 
simetricá si tranzitivá. Verificarea reflexivitátii si a 
simetriei este destul de simplá pentru a o lasa pe seama 
cititorului; vom verifica aici doar tranzitivitatea relatlei 
Sá presupunem cá avem sirurile fundaméntale 
{/„}, {g„} §i {h„} de functii continué pe ( A , B), astfel íncít 
{/„} { gn } ?i {£„} ~ {h„}. Exista deci un numár íntreg k 

nenegativ si douá siruri {F„} si {G„} satisfácínd conditiile 
(3) si (4); existá de asemenea un numár íntreg nenegativ 
l si douá §iruri {G n } si {H„} satisfácínd relatii de tipul 
(3) si (4): 

*!gn(x), Hf{x) =h„(x), 

In baza unei observatii de mai sus, putem presupune cá 
l =k. In aceste conditii, punínd H„ = G„ — G„ + H n , 
obtinem 

FV(x) = f„(x), HM{x) = h n (x), F„ Uí: H n , 

deci avem {/„} {h„} si proprietatea de tranzitivitate 

este stabilitá. Rezultá cá sirurile fundaméntale de functii 
continué pe (A, B) se repartizeazá ín clase de echivalentá 
íntocmaicasi sirurile de numere ratónale care satisfáceau 
conditia lui Cauchy. Asa cum o clasá de siruri Cauchy 
echivalente constituía, prin definitie, un numár real, o 
clasá de siruri fundaméntale de functii continuéconstituie, 
prin definitie, o distributie sau o functie generalizatá. 
Orice sir fundamental {/„} de functii continué pe {A, B) 
va reprezenta si funcjia generalizatá corespunzátoare. 
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Dacá {/„} {g„}, atunci cele douá siruri reprezintá 

aceeasi functie generalizatá. 

Este ciar cá orice sir sta(ionar (deci cu termeni egali) 
de functii continué pe (A, B) este fundamental pe {A, B). 
Deci orice funche continua pe (A, B) este ín acelasi timp 
o functie generalizatá pe (A, B). Reciproca nu este ínsá 
adeváratá; nu orice funche generalizatá se reduce la o 
functie obisnuitá, continua pe (A, B). Astfel, de pildá, 
este functia generalizatá definitá de sirul 



Se poate aráta cá acest sir este fundamental pe (—oo, oo); 
func{ia generalizatá corespunzátoare reprezintá functia 8 a 
lui Dirac, desprecarea fost vorba la inceputul acestui para- 
graf. Aceastá functie a lui Dirac este un exemplu de func¬ 
tie generalizatá care nu poate fi identificatá cu o functie 
continua. 

Se poate aráta cá douá functii continué distincte defí¬ 
nese totdeauna douá functii generalízate, de asemenea dis¬ 
tincte. Notiunea de functie generalizatá este deci oexten- 
siunea nojiunii de functie continuá. Se poate aráta cá noua 
notiune inglobeazá si o clasá largá de functii discontinué. 
Analogía dintre acest nou concept si conceptul de numár 
real poate fi rezumatá ín felul urmátor: 

a) numere reale a) functii generalízate 

b) numere ratónale b) functii continué 

c) siruri Cauchy de numere c) siruri fundaméntale de 

ratónale functii continué 

d) siruri Cauchy echiva- d) siruri fundaméntale echi- 

lente valente 

e) numárul real este o clasá e) functia generalizatá este 
de siruri Cauchy echival- o clasá de siruri funda- 
lente de numere rajionale mentale echivalente de 

funefii continué 

f) numere ¡ratónale f) functii generalízate care 

nu se reduc la functii con¬ 
tinué 

Analogía desfásuratá mai sus se referá la structura logicá 
a celor douá concepte. Dar ea functioneazá nu mai pufin 
ín ceea ce priveste finalitatea conceptelor considérate. 
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Nojiunea de numár real se introduce pentru a legitima anu- 
mite operafii cu numere ratónale, cum ar fi operaba de 
extragere a rádácinii pátrate din 2 sau aceea a logaritmárii 
anumitor numere pozitive, operatii care nu pot cápáta un 
sens atita vremecit ráminem in cadrul multimii numerelor 
rationale. Conceptul de funche generalizatá indeplineste 
o finalitate asemánátoare. Astfel, pentru a da un singur 
exemplu, se stie cá operaba de derivare nu este posibilá 
pentru orice funche continué; exista chiar functii con¬ 
tinué care nu sint derivabile in nici un punct. In schimb, se 
poate aráta cá operaba de derivare capátá sens pentru orice 
funche generalizatá; orice astfel de funcfie admite derívate 
de orice ordin. In particular, functiile continué vor admite 
si ele, in noul cadru, derívate de orice ordin, dar aceste 
derívate nu mai sint functii obisnuite, ci functii generalí¬ 
zate. Derivarea dubioasá a functiei lui Heaviside (si ob(i- 
nerea, peaceastá cale, a functiei lui Dirac) devine, in lumina 
noului concept de derivatá, o operare perfect legitima. lata 
cum se defineste operaba de derivare a unei functii genera¬ 
lízate. Se aratá mai íntíi cá printre sirurile fundaméntale 
echivalente care defínese o functie generalizatá se aflá obli- 
gatoriu si un sir fundamental de polinoame {p„}. Deri- 
vata de ordinul m a functiei generalízate considérate va f¡, 
prin definitie, functia generalizatá definitá de sirul {p*”'}, 
adicá de sirul derivatelor de ordinul m ale polinoamelor p„ 
(se aratá cá sirul acestor derívate este fundamental). 

In cazul particular in care o funche continua admite 
derívate ordinare continué pina la ordinul m, aceste derívate 
coincidcu derívatele in sensul teoriei functiilorgeneralízate. 

Teoría functiilor generalízate sau — cum se spune mai 
frecvent — teoría distributiilor isi are originile in fizica 
matematicá, in teoría ecuatiilor cu derívate partíale si 
in alte teorii matematice. Bazele ei au fost puse de catre ma- 
tematicianul francez Laurent Schwartz, dupá cel de-al doi- 
lea rázboi mondial. Prezentarea fácutá mai sus urmeazá 
oaltá variantá, datoritá matematicienilor polonezi I. Miku- 
siñski si R. Sikorski. La noi in tará, teoria distributiilor 
a constituit obiectul multor cercetári. Remarcám, in special, 
pe cele intreprinse de regretatul Alexandru Ghica, fost 
membru al Academiei si profesor la Universitatea din Bucu- 
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re§ti, de profesoral Gh. Marinescu, membru corespondent 
al Academiei (autorul monografiei Espaces vectoriels pseudo- 
topologiques et théorie des distributions , Akademie Verlag, 
Berlin, 1964) si, in colaborare cu prof. RomulusCristescu, 
autor al monografiei Unele apiica(ii ale teoriei dislribufiilor, 
Editura Academiei, Bucuresti, 1966, de profesoral 
Romulus Cristescu (autorul cár(ii Elemente de analiza 
functionala $i teoría distribu{iilor, Editura Tehnicá, 
Bucuresti, 1966) si de al(ii. 

O alta generalizare a notiunii de funche, care coincide 
citeodatá cu cea de distribuye, o constituie nojiunea de 
operator in sensul lui Mikusiñski. $i aceastá no(iunepoate 
fi definitá printr-un proces de completare. Fie C([0, T)) 
spafiul functiilor continué definí te pe[ 0 ,T) (undeO<r<;oo). 
Fie f, g G C([0, T )). Vom definí o funche g * f prin 

(a) g * f(x) = ^ g(x — t) f(t) d t, x e [0, T). 

Un sir j/„j°° C CftO.r)) se spune fundamental, dacá 

exista geC([0,T)) neidentic nula, astfel ca g * Douá 
astfel de siruri {/„} si {/'} se numesc echivalente, dacá 
exista /zGC([ 0 , T )) neidentic nula, astfel incit h*(f „—/'):? 0 . 
Se aratá usor cá in familia yrurilor fundaméntale re¬ 
laja de echivalenta de mai sus constituie o egalitate algé¬ 
brica; prin urmare, aceastá familie se imparte in clase 
de eehivalentá. Un operator in sensul lui Mikusiñski este 
tocmai o astfel de clasá. Definida initialá a lui Mikusiñski 
diferá de aceasta. Folosirea definifiei de mai sus a devenit 
posibilá in urma unei frumoase teoreme de aproximare, 
datoritá lui Ciprian Foias (publicatá in Studia Maíh, 1961). 

Sá definim citeva operafii cu operatori. Astfel, dacá 
{/„} si {/'} sint douá siruri fundaméntale reprezentind ope- 
ratorii 9 si 9 ', iarg si g' sint func(iile care apar in defini- 
rea faptului cá sirurile {/„} si {/'} sint fundaméntale, atunci 
{/"}, unde f" =g * fn, este de asemenea un 

sir fundamental (se considera k =g * g' si se aratá usorcá 
avem k* f"z£).Se poate aráta cá clasa definitá de {/"} nu de- 
pinde de reprezentanfii {}„} si {/'} ale§i , asaca prin consi- 
deratiile de mai sus se defineste un operator ^ care, prin 
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definicie, este suma 9 9' a celor doi operatori 9, 9'. 

In mod analog {/„* /'} este de asemenea fundamental (cáci 
k* fn* fn ~(g* ín)* {g'* • Se aratá de asemenea 

cá clasa Ó determinatá de {/„ * /'} nu depinde de repre- 
zentantii {/„} S 9 si ©£9' a 1 es i. Prin definitie, acest ope- 
rator 9 este produsul 9 X 9 ' al celor doi operatori. Mul- 
timea operatorilor inzestrafi cu aceste douá operatii -f- 
§i * devine un inel, numit inelul lui Mikusiñski. 

Orice functie /eC([0, T )) poate fi identificatá cu un 
operator, anume cu clasa care confine sirul fundamental 
{/„}, unde f„ = f (n =1,2, ...). Se aratá usor cá operaba 
de adunare obisnuitá si cea de „ínmulfire“ definitá de (a) 
pentru functii coincid in acest caz cu cele definite pentru 
operatori. H 


GRADE DE EFECTIVITATE 

Diferitele functii utilízate in analiza prezintá ornare va- 
rietate in ceea ce priveste gradul lor de efectivitate, carac- 
terul mai mult sau mai pufin constructiv al regulii care 
asociazá fiecárui element din mulfimea de definifie un 
element din mulfimea valorilor. Intre functii le cele mai 
„neefective“, cum ar fi cele definite cu ajutorul axiomei 
luiZermelo (enunfatá si discutatá in capitolul IV), si funcfii- 
le definite printr-o regula care comporta doarun numár finit 
de pa§i aplicafi numerelor naturale existá o scará bogatá 
de trepte intermediare, corespunzátoare fuñctiilor in a 
cáror definitie se folosesc tipuri intermediare de efectivi¬ 
tate, cum ar fi utilizarea totalitáfii numerelor transfinite 
de a doua clasa, utilizarea procedeului diagonal al lui Can¬ 
tor (procedeu ilustrat de demonstraba nenumárabilitáfii 
mulfimii numerelor reale) etc. A apárut din ce in ce mai 
pronunfat divorful djntre existenfa matemática si con- 
strucfia matemática. Inca la sfírsitu 1 secolului trecut, o 
data cu amploarea luata de studiul mulfimilor infinite si 
ca urmare a aparifiei unor paradoxuri si antinomiigenerate 
de acest studiu, au inceput intre matematicieni discuta 
aprinse asupra legitimitáfii, in matemática, a unor obiecte 
care nu pot fi obtinute intr-un mod suficient de efectiv. 
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Aceste discutii, care au continuat, cu intensitate crescíndá, 
in primele decenii ale secolului nostru, sínt acum de dome- 
niul trecutului. In secolul trecut, matematicieni ca Kro- 
necker (1823—1891) se declarau partizani infocati ai fini- 
tismului, intentionau sá excludá din matemática tntreaga 
teorie a lui Cantor privind multimile infinite. Kronecker 
vedea tn teoría mulfimilor infinite o construc(ie pur verbalá. 
Intuitionismul matematic, reprezentat tn special de Brou- 
wer, desi mai putin zelos decit Kronecker, respingea totusi 
o buna parte din teoriile lui Cantor si Zermelo (1871—1953), 
din logística lui Peano (1858—1932) si Russel, din 
ideile lui Hilbert (1862—1943) relativ la fundaméntele 
matematicii. Acest exclusivism a fost ínlocuit, treptat, 
printr-o infelegere din ce tn ce mai nuanfatá a existentei 
matematice. A devenit ciar cá matemática are nevoie de 
tóate grádele de efectivitate, cá nofiuni si teoreme de un 
grad relativ mai mic de efectivitate ajutá la intelegerea si 
aprofundarea unor teorii cu un grad de efectivitate mai 
mare. A ínlátura din matemática obiectele a cáror exis- 
tentá nu are un carácter constructiv inseamná a limita 
ín mod dáunátor perspectiva acestei stiinte. Dar, in ace- 
lasi timp, se impune o delimitare cít mai neta a acelei partí 
din matemática pe care o putem obtine prin procedee de 
un anumit grad de efectivitate. In particular, a devenit 
din ce in ce mai stringentá necesitatea de a delimita acea 
parte a matematicii care poate fi introdusá in masiná. Asa 
s-a náscut matemática constructiva si, ca un capítol im- 
portant al acesteia, analiza matemática constructiva. Nofi- 
unea de baza aici este aceea de funcfie calcuiabilá, intele- 
gind prin aceasta o funche ale cárei valori pot fi obtinute 
cu ajutorul unui algoritm normal. Dar ... 


CE ESTE UN ALGORITM NORMAL 1 

Aceastá notiune a fost introdusá, ín urina cu vreo zece 
ani, de catre matematicianui sovietic A.A. Markov, fiul 
marelui matematician A.A. Markov (1856—1922). Uneori, 
pentru a nu-i confunda, se vorbeste despre A.A. Markov- 
tatál si A.A. Markov-fiul. A.A. Markov-tatál a fost un mare 
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specialist in teoría probabílitátilor si a devenit celebru 
prin procésele pe care le a introdus si le-a studiat, procese 
care slnt azi cunoscute sub numele de procese Markov. In 
ceea ce-1 priveste pe A.A. Markov-fiul, opera sa de cápe¬ 
teme este Teoría algoritmilor , apárutá ín 1954, si despre 
care vom cauta sá dám únele noliuni in cele ce urmeazá. 

Sá consideran! o muidme A de elemente numite litere. A 
constituie un alfabet. Orice sir finit de litere, dintre care 
únele se pot repeta, se numeste cuvint peste alfabetul A 
sau, dacá nu exista pericol de confuzie, pur si simplu cuvint. 
Multimea cuvintelor peste A va fi notatá prin <2(A). Un 
element din <B(A) este deci de forma: 

a¡ ... a.,,, 

unde a¡ e A (i =1, ... ,n ). Lungimea unui cuvint este, 
prin definitie, npmárul literelor (distincte sau nu) care alcá- 
tuiesc acest cuvint. 

Fiind date douá cuvinte, a -- a 1 ... a¡ ... a„ si p = ¿^ ... 
b, ... b m , vom definí cuvintul ap ca fiind egal cu 

a i a i ••• a-,... a„b 1 ... b¡ ... b m . 

In mod analog, fiind date trei cuvinte a, p, y, putem 
definí cuvintul apy format prin aláturarea literelor din 
a, p si y in ordinea in care ele figureazá in aceste cuvinte. 

Se considera si cuvintul vid, notat prin 0 si definit prin 
relafia a — a0 = 0a, oricare ar fi cuvintul a. 

Fie douá cuvinte a si p. Vom spune cá p este inclus in a, 
dacá existá douá cuvinte y si S, astfel íncít 

a = yPS. (7) 

Nu se exelude posibilitatea ca unul dintre cuvinteley, $ 
sau flecare dintre ele sá fie cuvintul vid. Rezultá deci cá 
fiecare cuvint este inclus in el insusi, iar cuvintul vid este 
inclus in orice cuvint. 

Dacá p este inclus in a, alegem, dintre diferitele repre- 
zentári ale lui a, sub forma (7), pe aceea in care y are lungi¬ 
mea cea mai mica. (Se poate demonstra cá existá o astfel 
de reprezentare si numai una.) Reprezentarea lui a sub 
forma (7), cu y de iungime mínima, se numeste prima inclu- 
ziune a lui p in a. 



Fie acum x„ .... x„ si p,, .... p„ cuvinte din @{B), unde 
B este un alfabet care confine alfabetul A. 

Sá considerám schema 

(S) a,->P„ a 2 -> p¡¡, .... a¡—>p¿. .... aj—^Pj. a»->P». 

Cu ajutorul schemei (S) vom definí o funcfie JL careaso- 
ciazá unora dintre cuvintele din <2(B) cite un euvint bine 
determinat din &(B). 

Fie 7 i un euvint din <2(B). Dacá nici unul dintre cuvintele 
x,, a 2 , nu este inclus in n, atunci punem prin 

definifie ai(rc) = tt. Dacá exista un a ¡ inclus in tt, atunci, 
alegind pe /' astfel fnett, pentru nici o valoare k<j, a* sá 
nu fie inclus in tt, considerám prima incluziune a lui x¡ in 
71 : 7u = yxjS. Dupa cum indica schema (5), inlocuim pe 
a¡ cu p¡ si obfinem cuvintul tc, = yPjS. Dacá ságeata 
de rang / ar fi fost urmatá de un punct (asa cum se tntimplá 
cu ságeata de rang i), atunci am fi pus cá(tí) = 'k v In cazul 
contrar, cuvintul tc, este supus aceluiasi tratament ca si 
cuvintul tt. Dacá nici un euvint a¡ (1 n) nu este in¬ 

clus in tu,, atunci punem oí(tz) = re,. In cazul contrar, fie 
at inclus in re,, astfel incit a m sá nu fie inclus ín 7 c, pentru 
nici unm<t, Fie 7 t, = prima incluziune a lui «* 
in tt,. Urmind indicafia ságefii de rang k din schema (S), 
inlocuim pe y. k prin p* si obtinem cuvintul 7 t 2 =ep^co. Dacá 
ságeata de rang k este urmatá de un punct, atunci punem 
cJL{ 7 i) = tt 2 . In cazul contrar, aplicám lui tt 2 acelasi tra¬ 
tament pe care 1-am aplicat anterior lui tt si lui 7r,s.a.m.d. 

Dacá, procedind asa cum am arátat mai sus, nu ajungem 
niciodatá la o ságeata urmatá de un punct sau la un euvint 

in care sá nu fie inclus nici unul dintre cuvintele x,, 
atunci funefia dL nu se defineste pentru cuvintul tt, cu alte 
cuvinte nu are sens sá vorbim despre d{ tt). Dacá insá ajun¬ 
gem la o ságeatá urmatá de un punct sau la un euvint n¡, 
in care nu este inclus nici unul dintre cuvintele x„ ..., x„, 
atunci cuvintul d(d) existá si este unic determinat. 

Funefiac^definitá mai sus,este, prin definifie, un algoritm 
normal peste alfabetul B. Schema (S) este schema algoritmu- 
lui cÁ- Un algoritm normal este determinat prin schema (S). 

Vom ilustra nofiunea de algoritm normal pe exemplul 
operafiei de adunare aplicatá numerelor naturale. Cu acest 
prilej, se va infelege si sensul considerárii unui alfabet B 
mai 'bogat decit alfabetul inifial A. 
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Fie un alfabet A format dintr-o singurá literá, pe careo 
vom reprezenta prin cifra 1. Vom reprezenta numerele 
naturale ín baza 1; astfel, numárul 7 se reprezintá prin 

1111111 . 

Sá consideran! P numere naturale N x , N 2 , ..., JVp.Fiecaredin- 
tre numerele N x , ..., N f se poate reprezenta ca un cuvínt 
peste alfabetul A, ceea ce revine la reprezentarea sa ín 
baza 1 ; pentru a reprezenta insá sistemul tuturor acestor 
P numere naturale, mai este nevoie de un simbol; vom 
folosi ín rolul acestui simbol auxiliar o stelutá: *. In felul 
acesta, obtinem un alfabet B care confine alfabetul A: B = 
= 0 . *} ■ 

Sistemul celor P numere naturale se reprezintá, ín alfa¬ 
betul considerat, prin cuvíntul 

oc = 1 1...1 

N ± ori N 2 ori N p ori 

Trebuie sá gásim un algorilm di care transforma cuvín¬ 
tul a ín cuvíntul 

oí(a) = _ » 1...1 _ , 

+ N t +... + N p ori, 

cuvínt care constituie reprezentarea in baza 1 a sumei 
N x + .... + N p . 

Sá considerám schema (S) urmátoare: 

-»e. 

(Amintim ca 0 este cuvíntul vid.) Vom aráta cá funcfia 
cA definitá de aceastá schema este tocmai algoritmul 
normal cáutat. 

Fie un cuvínt ¡3 din @(A), deci carenu confine cuvíntul *. 
Rezultá ca o£(¡3)=¡3. Aceasta este natural, pentru cá revine 
la situafia ín care cele p numere care trebuie adúnate se 
reduc la unul singur; acest numár va fi, evident, rezultatul 
adunárii. 

Fie acum un cuvínt acare confine atít litera 1, cít si lite¬ 
ra *. Deci, a este de forma (8). Prima incluziunea lui * ína 
este 

a = y * 8, 


3 — «9 
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unde 


Y = 1... l, , S = l ... 1 * ... * l ••• i 
N¡ orí N 2 ori N f ori 

gAplicínd schema (S), obtinem cuvíntul 

= y ^ = 1.1* 1 ••• 1 1 ••• 1 

N t + N t ori N 3 ori N t oñ 

Prima incluziune a lui * ín « x este 
«i = Ti * &!, 

unde 

Yl = l...i = l.... I «... * l.1 

N t + N 2 ori N 3 ori N p ori 

Aplicínd schema (S), obtinem cuvíntul 

0 r_ 2 = Yl ® = Tl^l = * . * * j ■■■■ 1 * * ,1 1 . 

N¡ + N 3 + N 3 ori N t ori N p ori 

Continuínd ín acest fel, ajüngem, dupa un numár finit 
de pasi, la cuvíntul 


N t + ... + N p ori 

si, deoarece * nu este inclus ín a p _ lt rezultá cá 
ai(a) =a p _ v 

Sá considerám un algoritm normal d def init deschema (S). 
Pentru a fixa ideile, presupunem cá singura ságeatá 
urmatá de un punct („ságeatá finalá“) este ságeata de in¬ 
dice Introducem pentru fiecare numár natural i, 1 ■< i 
operatorul 0¡, care constá ín a ínlocui, ín prima incluzi¬ 
une a cuvíntului a¡ ín cuvíntul prelucrat, pe a¡ prin ¡3¡. 
Mai introducem, pentru íiecare numár natural i, 1 
conditia lógica C¡ = cuvíntul a¡ este inclus ín cuvíntul 
prelucrat. In sfírsit, mai introducem condi|ia logicá iden- 
tic falsa, conditie pe care o reprezentám prin C m . 
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Sá considerám acum urmátorul §ir de operatori $i de 
conditii logice: 


n+2 

a°(o T 


1 n+ 1 2 

Cj t- J, J, Cj f 0 1 C m f | C¡ f 0 2 C, 

n+l n+I— 1 n+y+1 2 n 1 

1 n+l n 2n | | 

- i Cj f o¡c w t - t 0„c u t ;»+/' 

/—I n —1 


Aceastá schemá prelucreazá fiecare cuvínt a tn cuvintul 
c7Í(a), undecTÍeste algoritmul normal definit de schema (S). 
Dacá C x se verifica, cu alte cuvinte dacá a x este inclus in 
cuvintul a, atunci se aplica operatorul O x , situat imediat 
la dreapta lui C x , deci se ínlocuieste a x prin (3 X in prima in- 
cluziune a lui a x in a. Urmeazá apoi conditia C m care, fiind 
identic falsa, nu se verificá; deci, urmínd indicaba ságe- 
tilor de indice n + 1, se íncepe din nou prin a se verifica 
conditia C x etc. Dacá C x nu se verificá, cu alte cuvinte dacá 
a x nu este inclus in a, atunci, urmínd indicaba ságetilor 
de indice 1, se verificá conditia C 2 . Dacá a 2 este inclus in 
a, atunci C 2 este indeplinitá si se aplicá operatorul 0 2 , 
situat imediat la dreapta; urmeazá apoi verificarea conditiei 
C m care, fiind identic falsa, nu esatisfácutá; deci, urmínd 
ságetile de indice n + 2, se reincepe cu verificarea condi¬ 
tiei C x etc. 

O situare specialá o prezintá C-, si O,. Dacá C¡ se veri¬ 
ficá, atunci se aplicá operatorul 0>, apoi urmeazá conditia 
identic falsá C w ; deci, urmínd ságefile de indici n + /', 
ajungem la extremitatea din dreapta a schemei, prin ur- 
mare at( a) a fost gásit. 


FUNCTULE CALCULABILE, PUNCT DE P1ECARE 
ÍN ANALIZA CONSTRUCTIVA 

Cu ajutorul notiunii de funche calculabilá (adicá de func- 
tie ale cárei valori pot fi determínate cu ajutorul unui algo- 
ritm normal) se defineste notiunea de numár real construc- 
tiv dupa cum urmeazá. Se introduce mai intíi notiunea 
de sir calculabil de numere rationale, ca fiind un sir de 
numere rationale pentru care exista o funche calculabilá 
care da termenul de rang ti. Apoi se defínele notiunea de 



regulator de convergería al unui sir {a„}, ca fiind o func- 
tie / definitá pe multimea numerelor naturale, cu valori 
tn aceeasi muidme, si astfel íncít pentru f(i), />• f(i) 
avem 

\a k — ai\ <±. 


Un sir calculabil de numere ratónale este, prin definiré, 
calculabil convergent, dacá admite drept regulator de 
convergen}! o funche calculabil!. Se introduce o relafie de 
echivalen}á in multimea sirurilor calculabile de numere 
rafionale, care stnt calculabil convergente. Cíasele de echi- 
valentá astfel obtinute sint, prin definitie, numerele 
reale constructive. 

Dezvoltarea analizei constructive urmeazá programul 
analizei clasice: convergerá, numárul real, limita unei 
functii, continuitatea, derivata, formúlele de medie, in¬ 
tégrala, functiile cu variare márginitá, teoría másurii etc. 
Insá aceastá similitudine de program nu implica o simili- 
tudine corespunzátoare ín ceea ce priveste rezultatele ofc}i- 
nute. Astfel, orice funche reala calculabil!, de o variabilá 
reala constructiva, este continua (in sens constructiv). 
Apropiind acest rezultat de faptul cá in teoría distributii- 
lor orice funche continua este indefinit derivabilá, ne dám 
seama cá multe dintre púnetele de vederemodernerelative 
la functii introduc un proces de regularizare, de inláturare 
a anomaliilor; functiile tind sá deviná „din ce in ce mai 
cumsecade". 


FUNCTII CAICULABILE ÍN SENSUL IUI TURING 

In 1936, deci inainte de construirea primelor calcula- 
toare electronice, A.M. Turing a imaginat un model mate- 
matic de malina care a permis introducerea unui concept 
riguros de calculabilitate. Calculabilitatea in sensul lui 
Markov este echivalentá cu cea in sensul lui Turing, dar 
deosebirile de ordin metodologic care exista intre ele le 
conferí! grade diferite de comoditate ín probletnele atít de 
varíate in care apare conceptul de calculabilitate. Deoa- 
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rece malina Turing prezintá o deosebitá importan^ ín 
lógica matemática si ín teoría masinilor matematice, o 
vom prezenta ín cele ce urmeazá, ráminínd ca dupa aceasta 
sá expunem o a treia variantá a conceptului de calculabili- 
tate, aceeacare se introduce cu ajutorul functiilor recursive. 

Inainte de a prezenta definida matemática a masinii 
Turing, vom cauta sá dám o idee intuitiva despre acest 
concept, imaginindu-1 realizat ca o masiná fizicá. O masi- 
ná Turing se compune din : o unitate céntrala, care este sus- 
ceptibilá de un numár finit de stári; o banda infinita, divi- 
zatá in celule, ín fiecare célula putind fi ínscris un simbol 
si numai unul (ini|ial, dátele care urmeazá sá fie prelu- 
crate de catre masiná sint ínscrise pe aceasta bandá si tot 
pe ea sint Ínscrise si rezultatele intermediare); un organ 
de citire si scriere, care asigurá comunicarea tntre unitatea 
céntrala si banda infinita. Acest organ nu poate aliona 
simultan ín mai multe celule ale benzii, el putind executa 
exclusiv urmátoarele operatii: ínlocuirea unui simbol citit 
prin altul; deplasarea benzii, cu o celulá, la stínga sau la 
dreapta (fig. 1. I) 

Inifial, masina se aflá íntr-o stare detexminatá (numitá 
starea initialá) si citeste un simbol ínscris íntr-o celulá a 
benzii. Ca rezultat al acestei activitáfi, masina trece, even¬ 
tual, intr-o altá stare a unitátii céntrale, ceea ce are ca 
urmare fie ínlocuirea simbolului citit prin altul, fie supri- 
marea lui, fie deplasarea benzii, cu o celulá, la stínga sau 


bandá fnf/nrfá 
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la dreapta. Sá observám cá suprimarea unui simbol este 
un caz particular de inlocuire a simbolului, fiind o inlocuire 
cu asa-numitul simbol vid, a cárui prezenfá íntr-o célula 
marcheazá tocmai faptul cá célula respectiva este libera. 
Dupa ce au fost prelucrate tóatesimbolurilesecventei inscrise 
pe banda, secventa obtinutá este rezultatul prelucrárii pri- 
mei secven(e cu ajutorul masinii. Se poate ínsá íntimplaca 
masina sá nu fie in stare sá prelucreze únele secvenfe, in 
sensul cá activitatea masinii se perpetueazá, nefurnizind 
prelucrarea completa a secventei chipá nici un numár finit 
de etape (oricít de mare ar fi acest numár). 

Sá trecem acum la definirea riguroasá a conceptului de 
masiná Turing. Mentionám cá varianta pe care o adoptám 
nu coincide cu varianta datá de Turing, fiind o ameliorare 
a acesteia, datoritá lui Emil L. Post si a altor matematici- 
eni, varianta care corespunde la ceea ce Martin Davis nu- 
meste masiná Turing simpla. 

Fie un alfabet finit (3) = (S 0 , S lt ••••, S„), numit 
alfabetul masinii. S 0 este numit uneori blancal, fiind Ínter - 
pretat ca simbolul vid si notat de multe ori prin litera B. 
A inlocui pe cu S 0 inseamná deci pur si simplu a ster- 
ge pe S¡. 

Fie Q = {q v q 2 , ■■■, q t } o mulfime finitá de elemente 
numite stári; q 1 este asa-numita stare inifialá. 

FieDsi S douásimbolurinoi, avindsemnificatia de„depla- 
sare la dreapta" si, respectiv, „deplasare la stínga". Numim 
expresie orice sir finit de elemente din mulfimea SüQü 
U{D, S} (un acelasi element putínd apárea de mai multe 
ori intr-un sir). 

O clasá specialá de expresii ne va retine atentia ; aceea 
a cvadrupletelor. Numim cvadruplet orice expresie care 
prezintá una din urmátoarele trei forme: 

q¡S,Skqi 

q¡SjDqi 

q¡S¡Sqi 

Numim cuplu inifial al unui cvadruplet cuplul ordonat 
al primilor doi termeni ai sái. De exemplu, in cvadrupletul 
q¡SjS k qi cuplul initial este q¡S r Numim cuplu terminal 
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al unui cvadruplet cuplul ordonat al ultimilor doi termeni 
ai cvadrupletului. 

Numim malina Turing o colecte de obiecte <&, Q,D,S, 
A >, unde &, Q, D si S au semnificajia de mai sus, iar A 
este o muidme finita de cvadruplete care diferá, douá cite 
douá, prin cuplul inicial. 

Cuplul initial al unui cvadruplet din A reprezintá o situ¬ 
are a masinii, ín timp ce evolufia ulterioará a ma§inii este 
indicatá de cuplul terminal. Condi(ia ca douá cvadruplete 
din A sá difere obligatoriu prin cuplul initial imprimá 
masinii Turing o funcionare determinista, ín sensul cá 
unei anumite situatii a masinii íi corespunde o evolufie 
ulterioará unic determinatá. 

Cele trei tipuri de cvadruplete corespund la trei tiouri 
diferite de funcionare a masinii. Un cvadruplet de forma 
q¡SjSkqi indica faptul cá masina, aflíndu-se ín starea q¡ si 
citind simbolul S¡, íl ínlocuieste pe acesta cu Sk si trece ín 
starea q¡. (D acáavemfe =0, simbolul S¡ este pur si sim- 
plu sters.) Un cvadruplet de forma q¡S¡Dq¡ indicá fap¬ 
tul cá masina, aflíndu-se ín starea q¡ si citind simbolul S, 
imprimá benzii o deplasare la dreapta si trece testarea#;. 
Un cvadruplet de forma q¡S¡Sqi indicá faptul cá masina, 
aflíndu-se ín starea q¡ si citind simbolul S,, imprimá ben¬ 
zii o deplasare la stinga si trece ín starea q¡. Sá mentio- 
nám faptul cá, ín fiecare din cele trei cazuri este posibil ca 
l = i, deci ca masina sá persiste ín starea ín care deja 
se aflá. 

Pentru a face o analogie cu un calculator fizic, am putea 
spune cá o stare (interna) a masinii Turing corespunde unei 
ipostaze a tuburilor si angrenajelor unui calculator fizic. 
Intr-adevár, fungia acestor tuburi si angrenaje este aceea 
de a determina actul urmátor al calculatorului. Banda 
unei masini Turing corespunde memoriei unui calculator 
fizic. Dar aici apare o deosebire esentialá íntre o masiná 
Turing si un calculator fizic; ín timp ce acesta din urmá 
admite doar o regiune finitá (memoria-esen(ial finitá — 
a calculatorului) de stocare a datelor inijiale si a expresii- 
lor intermediare, fórmate ín cursul calcului, la o masiná 
Turing aceastá regiune (care se confundá cu banda masinii) 
este infinita. Masina Turing este deci o masiná idéala. 
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Pentru a obtine o imagine mai dinámica, de proces, a 
activitatii unei masini Turing, vom introduce nofiunea de 
descriere instantanee , ínfelegínd prin aceasta o expresie prin- 
tre ai cárei termeni se aflá un singur termen care reprezintá 
o stare, termen care nu este situat la extremitatea din 
dreapta a expresiei; ín plus, expresia nu contine nici o 
aparifie a lui D sau a lui S. Deexemplu expresia q 2 BS 3 q s S 1 
nu este o descriere instantanee, deoarece contine douá apari- 
fii de stári. Nici expresiile SjS 2 S 3 q 2 si qiS 2 D nu sfnt de¬ 
scríen instantanee, deoarece prima contine o stare la extre¬ 
mitatea ei din dreapta, iar a doua contine simbolul D. In 
schimb, expresiile q 1 S 1 S 2 S 2 si S 1 S 0 S 2 S 1 q 2 S 1 sínt descrieri 
instantanee. 

O descriere instantanee a este o descriere instantanee a 
masinii Z dacá q¡ din « este o stare a masinii Z, iar termenii 
dinacarenu sínt stári, sínt elemente din alfabetul masinii Z. 
Descrierea instantanee explica activitatea masinii; prin 
suprimarea lui q¡ se obtine continutul benzii la un anu- 
mit moment, iar dacá q¡ este urmat de S¡, cuplul q¡S, 
defineste situaba masinii la momentul respectiv. 

Fie a si (3 douá descrieri instantanee asocíate masinii Z =*= 
= <á, Q,D,S, A>. Spunem cá $ deriva direct din asi scriem 
a-»[3 (sau, dacá existá posibilítate de confuzie ín ceea ce 
priveste masina consideratá, a —>^(Z)), dacá are loe unul 
din urmátoarele cinci cazuri (unde P si R sínt siruri 
oarecare — eventual vide—desimboluri ale alfabetului §): 

1) existá P si R astfel incit a = Pq¡S¡R, (3 —PqiSkR, 
unde q¡SjSkqi este un cvadruplet din A; 

2) existá P si R astfel íncít a =Pq¡SkR, (3 = PS,qiSkR, 
unde q¡S¡Dqi este un cvadruplet din A; 

3) existá P si R astfel íncít a — Pq¡S¡, ¡3 = 
unde qiSjDqi este un cvadruplet din A; 

4) existá P si R astfel íncít a = PSkq¡S¡R, ¡3 = 
= PqiS k S,R, unde qiSfiqi este un cvadruplet din A; 

5) existá R astfel íncít a == q¿SjR , ¡3 = qiS 0 S,R, 

unde qiSjSqi este un cvadruplet din A. 

O descriere instantanee ¡3 este terminalá relativ la masina 
Z, dacá nu existá nici o descriere instantanee ya lui Z, ast¬ 
fel íncít ¡3-»y(Z). 
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Derivafia directa are un carácter univoc, ín sensul cá 
dacá descrierile instantanee a, ¡3 si y ale lui Z sint astfel fncit 
a-»(3 si a—»y, atunci ¡3 = y. Intr-adevár, sá presupunem cá 
a = PqiSjQ, ¡3 = Pq¡S k Q si y = Pq r S m Q (ín celelalte 
cazuri se procedeazá ín mod analog). Rezultá cá masina, 
aflíndu-se ín starea q¡ si citind pe S,, ínlocuieste pe S¡ 
prin Sk sau S m si trece ín starea q¡ sau q r . Deci, dacá am 
avea k={= m sau l r, s-ar contrazice caracterul determinis- 
tic al ma§inii. 

Se mai poate aráta cá dacá Z si Z' sínt douá masini Turing 
cu proprietatea cá orice cvadruplet din Z este si un cvadru- 
plet din Z' (caz ín care scriem ZcZ'), atunci din faptul cá 
a^>¡3 relativ la Z rezultá cá a-»¡3 relativ la Z'. 

Numim calcul al matinii Z orice sir íinit a 1? a a .... a p 
de descrieri instantanee ale lui Z, astfel íncit a¡-> a , +1 
pentru 1 <!í — 1, iar a p este terminalá. Despre situ¬ 

aba instantanee a p spunem cá este rezultatul prelucrárii 
de catre Z a descrierii a x si scriem 

a p = Rez z (a 1 ). 

Pentru a ilustra nojiunile introduse mai sus, sá consi¬ 
deran! cíteva exemple de masini Turing: 

a) fie masina Z = < &, Q, D, S, A>, unde $ = {S 0 , 
Si, S 2 }, Q ~ {q x , q 2 , q 3 }, iar A este formatá din urmátoarele 
cvadruplete: 

( 1 ) ‘hS 0 Dq 1 

(2) q 1 S 2 Dq 1 

(3) q 1 S 1 Dq 2 

(4) q 2 S 1 Sq 3 

(5) q 2 S 0 Dq 1 

(6) q 2 S 2 Dq 1 

( 7 ) 

Sá ne dám acum un anumit cuvint pe alfabetul ( 8 ), fie el 
SjSoSaSiSiSoSi, si sá cercetám modul ín care masina Z pre- 
lucreazá acest cuvint. Activitatea masinii íncepe (ca la 
orice masiná Turing) ín mod obligatoriu din starea initialá 
q lt deci prima descriere instantanee este 

í ?i‘SiS # S 2 S 1 S 1 S 0 S 1 . (I) 
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Aceastá descriere corespunde situa^iei q 1 S 1 a masinii Z. 
Observám cá exista un cvadruplet al lui Z, cel numerotat 
cu (3), al cárui cuplu initial este ^Sj. Acest cvadruplet 
aratá cá masina, aflindu-se tn starea q r si citind simbolul 
Sl imprima benzii o deplasare la dreapta si trece in starea 
q 2 . Descrierea instantanee (I) va fi deci urmatá de descrie- 
rea instantanee 

S 1 q 2 S 0 S 2 S 1 S 1 S 0 S 1 , (II) 

asa cum rezultá din cazul 2, care apare In definida derivafiei 
directe (avem I-»II). Aceastá descriere corespunde situ- 
atiei q 2 S 0 a masinii, situare care apare ín cvadrupletul 
(5), al cárui cuplu initial este intr-adevár q 2 S 0 . Acest cva¬ 
druplet aratá cá masina, aflindu-se in starea q 2 si cilind 
simbolul S 0 , imprimá benzii o deplasare la dreapta si trece 
ín starea q v Descrierea instantanee (II) va fi deci urmatá 
de descrierea instantanee (rezultatá tot din cazul 2 al defi- 
ni(iei relatiei ->) 

Si-So^iSoSiSiSoSi. (III) 

Aceastá descriere corespunde situa(iei q 1 S 2 a masinii, si¬ 
tuare care apare in cvadrupletul (2). Acest cvadruplet 
aratá cá masina, aflindu-se in starea q x si citind simbolul S 2 , 
imprimá benzii o deplasare la dreapta si persistá in starea 
S v Descrierea instantanee (III) va fi deci urmatá de des¬ 
crierea instantanee (ob(inutá tot din cazul 2 al defini(iei 
rela(iei -») 


SiS 0 S 2 í/ 1 SiS 1 S 0 S 1 . (IV) 

Aceastá decriere corespunde situatiei q 1 S l a masinii, si¬ 
tuare care apare in cvadrupletul (3). Efectul acestui cva¬ 
druplet asupra descrierii instantanee (IV) are ca rezultat 
descrierea instantanee (obtinutá tot prin referire la cazul 2 
din definida relatiei -») 

SiS 0 S 2 S l q 2 S 1 S 0 S l . (V) 

In aceastá descriere apare situatia q 2 S v cáreia ii corespunde 
cvadrupletul (4), al cárui cuplu initial este intr-adevár 
q 2 S v Acest cvadruplet aratá cá masina, aflindu-se in 
starea q 2 si citind simbolul S lt imprimá benzii o deplasare 
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3a stinga §i trece in starea g 3 . Aceasta are ca efect ínlocuirea 
•descrierii (V) prin descrierea 

S 1 S B S 2 q 3 S 1 S 1 S 0 S 1 , (VI) 

asa cum rezultá din cazul 4 care apare in definida deriva- 
(iei directe. 

Descrierea instantanee astfel ob(inutá corespunde situa- 
|iei q 3 S 1 a masinii, care indica actiunea cvadrupletului (7). 
Acest cvadruplet aratá cá masina, aflindu-se in starea q 3 
si citind simbolul S v inlocuieste pe Sj prin S 2 si persista 
in starea q 3 . Urmeazá deci descrierea instantanee 

SAS^SASoS,. (VII) 

Aici apare situaba q s S 2 , cáreia nu-i corespunde in A nici 
'un cvadruplet. Aceasta inseamná cá activitatea masinii 
inceteazá. $irul de descrieri instantanee (I), (II), (III), 
(IV), (V), (VI), (VII) este un calcul al masinii Z, deoarece 
descrierea VII s-a dovedit a fi termínala si, pe de alta 
parte, avem I-» IIIII-» IV-> V-» VI-> VII. Putem 
deci serie S 1 S B S 2 q 3 S 2 S 1 S B S 1 = Rez z (q 1 S 1 S B S¿S 1 S 1 S 0 S{), 
ceea ce inseamná cá rezultatul prelucrárii cuvintului 
S 1 S t S 2 S 1 S 1 S B S 1 de cátre masina Z este cuvintul ob(inut 
din VII prin stergerea lui q 3 : S 1 S 0 S 2 S 2 S 1 S 0 S 1 . 

Dupa cum am vázut, masina Z a putut efectúa prelucrarea 
cuvintului S 1 S 0 S 2 S 1 S 1 S 0 S 1 intr-un numár finit de etape, in 
sensul cá dupa un numár finit de etape activitatea masi¬ 
nii inceteazá. Se poate insá intimpla ca ínscriind pe banda 
unei masini Turing un anumit cuvint, prelucrarea sa de 
cátre masiná sá continué indefinit, in sensul cá la fiecare 
etapá se ob(ine o descriere instantanee neterminalá in ra- 
port cu masina consideratá. Sá luám, de exemplu, cuvintul 
S 1 S 2 S 2 si sá-1 inscriem pe banda masinii analízate mai sus, 
la punctul a). Pornind din starea q 1 si citind primul sim- 
bol al cuvintului considerat, se obtin, aplicind succesiv 
cvadrupletele (3), (6), (2) si (1), urmátoarele descrieri in¬ 
stantanee: 

q 1 S í S 2 S 2 

S 1 q 2 S 2 S 2 

S 1 S 2 q 1 S 2 

SiS 2 S 2 qiS B 

S 1 S 2 S 2 S B q 1 S 0 . 
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Observám cá prin efectul cvadrupletului (1), penúltima 
descriere instantanee a condus la o descriere instantanee 
asupra cáreia actioneazá acelasi cvadruplet (1). (Adáugarea, 
la extremitatea din dreapta, a unei descrieri instantanee a 
simbolului vid S 0 nu afecteazá cu nimic descrierea respec¬ 
tiva.) In felul acesta, situaba ¿ 7 X S 0 devine perpetué, 
iar aplicarea cvadrupletului ( 1 ) se repetá de o infinítate 
de ori, conducínd la descrieri instantanee de forma 

S 1 S [ ,S 2 S 0 S 0 ...S 0 q 1 S 0 . 
n ori 

unde ti este un numár natural arbitrar; 

b) sá considerám masinaZ — < &, Q, D, S, A>, unde i «= 
= {S 0 , S 2 , S 3 ), Q = {q lt q 2 , q 3 }, iar A este alcátuitá 

din urmátoarele cvadruplete : qiS 0 Dq lt ftSjDgj, q^^Dq-^, 
q^S:¿S-¿q.¿, q 2 S 3 Sq 3 , q 3 S 3 S 3 q 3 , q 3 S 1 S 3 q 3 , q 3 S 2 S 3 q 3 . Un exem- 
plu de caicul al masinii Z este urmátorul S 1 q 1 S 0 S 3 S 3 -^ 
—* S 1 S 0 í7 1 5 3 S 2 —» S 1 S 0 S 3 q 1 S 2 —> S 1 S 0 S 3 q 2 S 3 -» SiS 3 q 3 S 3 S 3 , 
deci avem 

Rez 2 (SiqiS 0 S 3 S 2 ) = S 1 S 0 q 3 S 3 S 3 . 

Rezultá cá cuvíntul S 1 S 0 S 3 S 2 este prelucrat ín cuvintul 
S 1 S 0 S 3 S 3 . Un alt exemplu de caicul al aceleiasi masini 
este urmátorul: 


qiS 2 —» q¡¡S 3 —> q 3 S 0 S 3 q 3 S 3 S 3 , deci 
R ez z(qi^2) = q 3 ^3^3’ 

ceea ce ínseamná cá cuvintul S 2 este prelucrat de Z in cuvin¬ 
tul S 3 S 3 . 

lata acum si un exemplu de descriere instantanee a 
pentru care Rez 2 (a) nu este definit. Fie a — S 1 q 1 S 0 S 3 S 1 . 
Avem a —> S 1 S 0 q 1 S 3 S 1 — » S 1 S 0 S 3 q 1 S 1 —> S 1 S 0 S 3 S 1 i 7 1 .S 0 —> 
S 1 S 0 S 3 S 1 S 0 q 1 S 0 -> ....; observám cá situaba < 7 jS 0 se repetá 
intr-o infinítate de descrieri instantanee succesive, fiecare 
derivind direct din cea precedentá. 

Pentru ca o masiná Turing sá efectueze nu numai cal¬ 
cule simbolice ci si calcule numerice, este necesar sá in¬ 
troducen! o reprezentare convenabilá a numerelor. Alegem 
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un simbol de baza, de exemplu pe S 1( pe care-1 notám aici 1, 
si reprezentám cu ajutorul luí orice numár natural. Vom 
folosi bineínteles si simbolul vid (blancul) B. Precizám 
cá fiind dat un simbol k , folosim noiatiiiiíe 

k" =kk...k, k° =- B. 

n orí 

Fiecárui numár natural n íi asociem expresia ñ egalá, prin 
definifie, cu 1” +1 . De exemplu, 5 — l 4 = lili. Fiecárui 
sistem ordonat de p numere naturale (0 fiind si el considerat 
numár natural) <n lt n 2 , n f > íi asociem expresia 

<n 1} n 2 , ... tip > = ñj Bñ 2 B ....Bñ p . 

De exemplu, 

<U0> = lllBllllBl. 

Notatiile introduse vor fi folosite pentru exprimarea date- 
lor inifiale (de intrare). In ceea ce priveste expresiile de 
iesire, vom folosi o alta notaje, si anume: fiind dat un 
sirfinit M de elemente din & U Q, notám cu <AÍ>numá- 
rul de aparitii ale lui 1 (deci ale lui Sj) ín M. De exemplu: 
<11 BS ^3 > = < S 1 S 1 BS i q 3 > = 2; 

<q 3 q 2 S 5 > = 0. Observám cá 

<m — 1 > = <1“> =m. 


Este usor de demonstrat egalitatea <MN> = <AÍ> + 

+ <¿V>. 

Fie acum o masiná Turing Z. Pentru fiecare numár ín- 
treg pozitiv n asociem lui Z o functie definitá pe o 
parte a produsului cartezian 7i n si cu valori in 'K (mulfimea 
numerelor naturale) dupa cum urmeazá. Fiind dat sistemul 
ordonat (m 1 , m 2 , ...., m„) de n numere naturale, punem 

a i= <7i( m i- m 2 , .... m„), 

obtinem astfel o descriere instantanee a lui Z (deoarece q x 
este starea initialá a lui Z, iar Sj = 1 este aici un simbol 
din alfabetul masinii Z). Dacá exista un calcul al lui Z care 
incepe cu a 1( fie acest calcul aj.,a í , atunci func(ia 
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este definitá ín punctul (m lt m 2 ,m n ) din 7C si punem, 
prin definitie, 

tn 7.( m i’ . m «) = <«?> = < Rez z (a!)>. 

Dacá nu exista nici un calcul al masinii Z care íncepe cu- 
descrierea instantanee « lt deci dacá 

Rezzia-i) 

nu este definit (ceea ce revine la perpetuarea activitátií 
luí Z), atunci fungia ^ nu este definitá in punctul (m lr 
m 2 , ..., m„). Cu alte cuvinte, funcfia ^ este definitá exact 
in acele puñete ale lui r íl n care furnizeazá descrieri instan¬ 
tanee pe care masina Z le poate prelucra intr-un numár 
finit de etape. 

Fie acum o functie f definitá pe o parte a produsului car- 
tezian'%" si cu valori in r tl. Vom spune cá / este o funefie 
parfial calculabilá insensul lui Turing, dacá existá o masiná 
Turing Z, astfel incit 

f = Vz n) - 

Aceasta ínseamná cá funcfiile f si <]4 n) au aceeasi mulfime 
de definitie si iau valori egale in fiecare punct ín care sint 
definite. Se mai spune ín acest caz cá malina Z calcu- 
leaza funefia f. Dacá, in plus, fungia/este totalá (adicá defi¬ 
nitá in fiecare punct al produsului cartezian 'TU'), atunci 
spunem cá / este o funefie calculabilá in sensul lui Turing. 

Pentru ilustrare, sá arátám cá fungia f(x, y) = x + y 
definitá pe Ti X DI este o funefie calculabilá in sensul lui 
Turing. In acest scop, construim o masináZ = <S,Q,D,S, 
A>, unde 3 = {B, 1}, iar componentele Q si A vor fi 
álese astfel incit 

m*. y ) = X + y. 

Inscriind pe bandá reprezentárile x §i y sepárate printr-un 
blanc (adicá prin B), vomeeremafinii sá furnizezepe x -f y, 
tinínd seamá cá x + y = <x> + <p> — 2. O 
solutie a problemei este datá de Q = {q lt q 2 , q 3 } si A, 
alcátuitá din urmátoarele cvadruplete: q 1 \Bq 1 , q 3 BDq 2 , 
q 2 \Dq 2 , q 2 BDq 3 , q 3 \Bq 3 . _Primul cvadruplet are ca efect 
$tergerea unei unitáfi din 3c; urmátoarele trei cvadruplete au 


46 



:a efect deplasarea benzii pina la prima unitate din «7, iar 
rltimul cvadruplet determiné $tergerea primei unitáti din 
7 si oprirea masinii, deoarece situaba q 3 B nu constituie 
:uplul inicial al nici unui cvadruplet. Insá tn acest moment 
aanda contine x + y unitáti. Fie deci 

a i = ”h) = 

mi m 2 m± m 2 

Avem: a 1 =< 7 1 ll B 11 -x^Bll B 11 -» 

m.\ m 2 m 1 m 2 m i m 2 

-» Bq 2 1 fíll 1 q 2 B 11 -* B 1 B< 7 3 11 -» 

mi m 2 

-> B 1 Bq 3 Bl , ultima descriere instantanee fiind termi¬ 
nal! ínraportcuZ. Aladar, m 2 ) =< Rez z (a 1 )> = 

= <51 m ‘j3<7 3 Bl m *> = m x + m 2 . 


Sá dám acum douá exemple mai simple de funche cal- 
cu lab i lá ín sensul lui Turing. 

Fie funcfia succesor S(x) = x + 1. Vom alege o masiná 
pentru care q-Jñ este o descriere termínala, oricare ar fi m. 
De exemplu, fie Z = <§, Q, D, S, A>, unde S = {B, 1}, 
Q = {q 1 } t ¡ar A este alcátuitá din unicul cvadruplet q^BBqy. 
Se observa cá avem m ) = <.q 1 fñ> = m + 1. 

Fie acum funcfia idéntica I(x) = x. Aceastá funche 
poate fi calculatá cu urmátoarea masiná Turing: Z =<S, 
Q, D, S, A>, unde § = {B, 1}, Q = { qi }, iar A este alcá¬ 
tuitá din unicul cvadruplet q 1 \Bq v Intr-adevár, avem 

q 1 ñ = q 1 ll n ^> qiBl n , deci ty ( £(n) = <q 1 Bl n > =n. 

Unele func^ii destul de simple necesité pentru a fi calcú¬ 
late, o masiná Turing destul de complicatá. Asa se íntimplá, 
de exemplu, cu fungia f(x , y) — x — y. Aceastá functie 
este definitá doar pe o parte a lui 71 X '?£, anume in púnetele 
(x, y) pentru care x^y. Deci nu se pune problema de a aráta 
cá functia este calculabilá, ci doar de a aráta cá ea este 
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parfial calculabilá ínsensul lui Turing. Inconstruirea unei 
masini corespunzátoare ne vom cáláuzi dupa urmátoarea 
idee: tnscriind pe banda reprezentárile x si y, sepárate 
printr-un blanc, masina va trebui ca, la fiecare etapa sá 
steargá unitatea situatá la extremitatea din stínga a 
íui x, precum si unitatea situatá la extremitatea din dreapta 
a lui y. Vom definí deci masina Z = <S>, Q, D, S, A>, 
unde S = {B, 1}, Q = {q lf q 2 , q 3 , q it q 3 , q 6 , q 7 , q e , q 9 } iar 
A este alcátuitá din urmátoarele 17 cvadruplete: 

<7il£<7i> QiBDq 2< q 2 \Dq 2 , q 2 BDq 3 , q 3 \Dq 3 , q 3 BSq 4 , q^Bq^ 
q t BSq 3 , q 5 \Sq 6 , q 6 lSq 6 , q 6 BSq 7 , q 7 lSq a , q 7 BDq 9 , q a \Sq a , 
q s BDq lt q 9 BDq 9 , q 9 \Sq 9 . 

Pentru a aráta cá 44 2) ( m i> m 2 ) = ffti — m 2 , plecám de 
la descrierea instantanee aj = q n (m v m 2 ) = q-yñ- l BTñ 2 
si, presupunínd cá m{^-m 2 , punem k = m 1 — m 2 . Avem: 

«i=<7i l mi+1 Bl m,+1 = q^X” 1 * \ k B\ m * \ 

1* fi 1 m2 l->5< ?2 l m2 -» Bq 2 \ mí l k Bl m2 1 

-> Bl m2 l ft <? 2 Bl m8 l B\ ma - \ k Bq 3 \ m *\-*■■■-> 

Bl m * \ k B\ m *q 3 B->Bl m n k Br*q i lB-»Bl m n k Br°-q i BB->-- 

- -> Bl m *l k Bq e \ m *BB -» Bl raa 1 k q e B\ m * BB ■■■ 

-*q 9 B\ m *\ k B\ m >BB^> B qi \ m 1 k B\ m * BB = a s . 

Exceptind un B initial si B final, a s este o descriere instan¬ 
tanee de acelasi tip cu %, dar cu o pereche de unitá^i mai 
putin. Procesul este acum repetat. Eventual, 

«!->••• «,-> •••-> ... -> B m ‘q 1 U k BlB m ‘ +í ^-^ 

B m * +1 l k q 2 BlB m * +i -> ••• B m z +1 l k Bq i \B m * +1 ~* 

B m °- +l 1 k Bq t BB m t +1 ^B m ‘ +1 l^ 5 B£B m * +1 = a ? , 

unde a p este o descriere instantanee termínala. Insá<a p > = 
= k = m 1 — m 2 , deci pentru m x >• m 2 , 

<\>f (m lt m 2 ) = m t — m 2 . 
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Insá aceasta nu este suficient pentru a decidecá masina Zcon- 
sideratá calculeazá func(ia /. Mai trebuie arátat cá pentru 
m i < m 2 functia nu este definitá in punctul (m lt m 2 ). 
In acest scop, sá punem k = m 2 — Avem: 

= qi r 1+1 £ 1 '”2+1 =qi 

Bq 1 l m •••-*•••••-* B m 'q 1 \B\ k \B m S l -+ 

B m ' q 1 BB\ k lB m ' +1 -» 

-» B m iBBq 3 l k lB m i +1 -* ••• -» 

-* B m ^BB\ k q i BB m i +1 -» ••• -* B m 'Bq 6 B\ k BB m ^ 1 -» 

-+ B^BB^BB’"'* 1 -> B m iBq a Bl k BB m = a, -* 

-* B m iBBq 9 l k BB m si-> B m iBq<,Bl k BB m ^ 

Ultímele douá descrieri instantanee sínt transfórmate, 
succesiv, una ín cealaltá ín mod indefinit, deci activitatea 
masinii se perpetueazá, fárá sá se ajungá la o descriere in¬ 
stantanee termínala. Rezultatácá pentru m 1 <m 2 , m 2 ) 

nu este definitá. Deci 

•yi\ x . y) = f( x > y) = x — y 

si funcfia / este parfial calculabilá in sensul lui Turing. 

Am vázut cá funcfii dintre cele mai simple nu pot fi 
calcúlate decít cu ajutorul unor masini Turing destul de 
complícate. Pentru a evita construirea directa a unor ast- 
fel de masini, se utilizeazá diverse tehnici de compunere 
a unor masini elementare standardízate. O masiná Turing 
este, prin definiré, o masiná standardizatá, dacá este pre- 
vázutá cu o stare finalá q 3 cu urmátoarele douá proprie- 
táfi: 1) masina Z se gáseste la sfírsitul oricárui calcul pe 
care-1 efectueazá in starea q 9 ; 2) nici o situare a lui Z nu 
comporta starea q a . Este comod ca 0 sá f ie cel mai mare dintre 
indicii care sérvese la numerotarea stárilor masinii Z. 

Procesul de standardizare a masinilor Turing permite 
ca rezultatele (iesirile) unei masini sá deviná intrárile 
(dátele inifiale) ale altei masini. Aceasta face posibilá o 
anumitá operafie de compunere a masinilor Turing stan- 
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dardizate, operare care la rindul e¡ permite stabilirea unor 
teoreme importante relative la operafii cu functii calcu- 
labile. Douá operatii cu astfel de functii sínt cu deosebire 
importante: 

a. Operafia de compunere. Fie g 1 (y 1 , ..., y„) . g m (y i,— 

..., y n ) functii cu valori numere naturale, fiecare func- 
tieg,- fiind definitá pe o parte D¡ a lui r il n . Fie f o functie 
cu valori naturale, definitá pe o parte D a lui 'tl m . Numim 
compunere a functiilor g x , ... g m si f functia h data de ex- 
presia 

h{y v .... y„) = f[g 1 (y 1 , .... y„) ,....,g m (yi > V«)\> 

definitá pe o parte a multimii 

m 

n d¡. 

¿-1 

Folosind masini Turing standardízate, se poate aráta cá 
dacá/, g x ...,g m sínt parcial calculabile (respectiv calcula- 
bile), atunci h este de asemenea parcial calculabila (res¬ 
pectiv calculabilá) ín sensul lui Turing. Cu alte cuvinte, 
clasa functiilor pardal calculabile este ínchisá ín raport cu 
operaba de compunere. 

b. Operaría de minimizare. Fie functia f(y, x x . x„), 

definitá ín fiecare punct din / %" +l si avínd valori naturale. 
Acestei functii íi asociem functia h(x x , ... ,^r„), a cárei va- 
loare (dacá exista) este, prin definitie, cea mai mica va¬ 
hare (dacá exista) a lui y, pentru care f(y, x„) = 0. 

Rezultá cá functia h este definitá, ín general, doar pe o 
parte aprodusului cartezian Ifü 1 . In cazul ín care functia 
h(x x ,...,x„) asociatá lui f este definitá ín fiecare punct 
din 7l n , spunem cá f(y, x v ...,x „) este regúlala (pentru y). 
Cu ajutorul masinilor Turing standardízate, folosind o 
masiná care calculeazá succesiv pe f(y, x n ) pentru 

y = 0, y = 1 , y = 2 ,..., píná cínd se obtine f(y, x x ,...x„) = 
= 0, se ajunge la urmátorul rezultat: dacá f(y, x lt ...,x„) 
este parfial calculabilá, atunci functia h, asociatá lui f 
prin minimizare, este pardal calculabilá. Dacá, ín plus, 
f este regulatá, functia h este calculabilá ín sensul lui 
Turing. 
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Acum putem definí o clasá de funcjii deosebit de im- 
portantá ín lógica matematicá, aceea a funcjiilor pardal 
recursive. Exista diferite moduri de introducere a acestor 
funcjii (S.C. Kleene, Rosza Peter etc.), dar cel mai apro- 
piat de teoría masinilor Turing ?i de nojiunile studiate 
mai sus este datorit luí J. Robinson. Vom adopta aici 
prezentarea acestui din urmá autor. 

O funcjie definitá pe o partea lui Oí” cuvalori naturale 
este numitá funcfie parfial recursivá, dacá ea se poate obtine 
prin aplicarea de un numár finit de ori a operatiilor de 
compunere si de minimizare, pornind de la urmátoarele 
functii de baza: 


(1) funcjia succesor S(x) = * + 1; 

(2) funcjia de proiectie Uf (x 1( ...,x») = x¡ (1 i <1 n) ; 

(3) funcjia de adunare x + y\ 

(4) funcjia de scádere cu prelungire trivialá 
x —- // = / x — y, dacá * > y; 

y (0, dacá x <y\ 

(5) funcjia produs xy. 


Despre functiile (1) si (3) s-a arátat deja cá stnt calcula- 
bile ín sensul lui Turing. Din faptul cá, asa cum s-a ará¬ 
tat, funcjia de scádere x —y este calculabilá, rezultá fárá 
dificúltate cá si funcjia de scádere cu prelungire trivialá 
este calculabilá Turing. Se poate aráta cá si funcjiile 
(2) si (5) sínt calculabile Turing. Deoarece operajiile de 
compunere §i minimizare, aplícate unor funcjii calculabile 
Turing, conduc tot la funcjii calculabile Turing, rezultá 
urmátoarea teorema deosebit de importantá: 

Orice funcfie parfial recursiva este parfial calculabilá in 
sensul lui Turing. 

Se poate aráta cá si reciproca acestei teoreme este ade- 
váratá; cu alte cuvinte, clasa funcjiilor parjial recursive 
coincide cu clasa funcjiilor calculabile ín sensul lui 
Turing. 

O funcjie parjial recursivá este, prin definijie, o func¬ 
fie recursivá, dacá operajiile care o defínese se aplicá ex- 
clusiv unor funcjii regúlate. Se poate aráta cá existá iden- 
titate íntre clasa funcjiilor recursive si clasa funcjiilor 
calculabile ín sensul lui Turing. 
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Jinínd seamá cá notiunea de algoritm normal este echi- 
valentá cu aceea de funche parcial calculabilá ín sensul 
lui Turing, rezultá cá dispunem de trei variante echiva- 
lente pentru conceputul de calculabilitate. Acestea 
nu sint singurele, dar sínt, in orice caz, cele mai impor¬ 
tante. Pe una sau alta dintre aceste variante se poate 
funda analiza matemática a functiilor constructive, si 
únele ¡dei ín aceastá privinfá au fost deja schijate íntr-un 
paragraf precedent. 



II 


Tóate tipurile de trecere la limita 
admit o schemá comuna 

INTRODUCERE 

Procesul de trecere la limita apare in matemática sub 
fórmele cele mai varíate. De la forma rudimentará pe care 
o prezintá notiunea de „sir convergente pina la forma 
mult mai complexa pe care o prezintá ideea de intégrala 
exista un mare numár de nuanfe, de diverse grade de com- 
plexitate ale unui acelasi proces: trecerea la limita. Pe 
de alta parte dat fiind cá de obicei procésele infinite care 
apar ín matematicá oglindesc un continut intuitiv care 
ne este familiar, se tntímplá de multe ori sá ne lásám 
furati de acest aspect intuitiv si sá utilizám operatii de 
trecere la limitá intr-o formá care nu are drept de cetate 
in matematicá; íntr-o formá in care nu se infelege bine 
despre ce este vorba, deci care lasa de dorit din punctul 
de vedere al rigorii. 

In acest capítol nepropunem sá arátám cá tóate tipurile 
de trecere la limitá pe care le intilnim in matematicá, 
oricit de diferite ar putea ele sá para, pot fi prezentate 
dintr-un punct de vedere unic, deci ca asp'ecte ale unui 
acelasi proces. Faptul acesta nu a fost cunoscut de cátre 
vechii analisti, el este o cucerire a secolului nostru. Acel 
proces unic care confine drept cazuri particulare tóate 
variantele posibile de trecere la limitá, poate fi ales in 
douá feluri. Noi vom expune aici o metodá care se spri- 
jiná pe o nojiune introdusá in matematicá in urmá cu 
vreo treizeci de ani, de cátre Henri Carian, nojiunea de 
filtra. Celálalt mod de tratare a proceselor de trecere la 
limitá se gáseste expus in tratatul de Analizd\matematica 
al acad. Mirón Nicolescu. A se vedea, in special, volumul 
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al doilea al acestui tratat. (Editura Tehnicá, Bucuresti, 
1958 ). 

lata, mai íntíi, o lista (incompleta) de procese la limita: 
limita unui sir; 

marginea superioará sau inferioará a unei mulfimi li¬ 
mare; 

limita superioará sau inferioará a unei funcf¡i definite 
pe o muidme; 

marginea superioará sau inferioará a unei funcf¡i íntr-un 
punct; 

limita superioará sau inferioará a unei functii intr-un 
punct; 

limita unei functii íntr-un punct; 
limita superioará sau inferioará a unui sir; 
variafia totalá a unei funcfii pe un interval; 
oscilaba totalá a unei funcfii pe un interval; 
integralele Darboux ale unei funcfii pe un interval. 
Nofiunea de filtru, pe care o vom expune imediat, are 
un carácter foarte abstract. In aparenta, n-are nici o le- 
gáturá cu procésele la limita ínsirate mai sus. Expunerea 
definifiei si proprietáfilor acestei nofiuni este destul de 
aridá. Aceastá ariditate ínsá (care nu se va prelungi mult) 
va fi pe deplin compensatá de satisfacfia pe care o vom 
avea cínd vom constata cá nofiunea nou introdusá lámu- 
reste esenfa tuturor proceselor infinite pe care le-am ín- 
tílnit pina acum ín analiza. Sá trecem la definirea ei. 


CE ESTE UN FILTRU ? 

Fie E o mulfime nevidá de elemente de natura nespeci- 
ficatá. Fiefp o mulfime de párfi ale lui E, avind urmá- 
toarele proprietáfi: 

Fj) dacá Ai e Cf , iar M C N C £, atunci N e Cf ; 

F¡¡) dacá Al E Cf , N G(?, atunci M f) N G Q 1 ; 

F 3 ) partea vidá a lui E nu aparfine lui Cf. 

Cf se numeste un filtru asupra lui E. 

Iatá un exemplu de filtru: mulfimea tuturor párfilor 
dreptei care confine un acelasi punct x este un filtru asu¬ 
pra lui R 1 . In adevár, dacá o parte a dreptei confine pe x. 
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atunci orice parte mai cuprinzátoare confine de asemenea 
pe x. Intersería a douá partí care contin pe x este o parte 
care contine pe x. In sfir§it, partea vida a dreptei nu con¬ 
tine pe x. 

Mulfimile acestui filtru sint, íntr-un limbaj familiar, 
vecinátáfile punctului x. Este suficient sá tinem seama de 
importanta vecinátátilor in definitia notiunii de limita, 
pentru ca sá incepem sá bánuim legátura dintre filtre si 
limite. 

Vom da acum citeva notiuni ajutátoare si únele pro- 
prietáfi ale filtrelor. 

Un filtru Cf' este mai fin decit un filtru Cf asupra ace- 
leia$i mulfimi £, dacá Cf C Cf'. 

O multime 3 de párfi ale lui £ este o bazá de filtru, 
dacá satisface urmátoarele condifii: 

B^ dacá £'G (3, £"G3, atunci existá B E 3, asa 
incit B C B' n B"\ 

B 2 ) <3 nu este vidá; 

B 3 ) (3 nu confine partea vidá a lui E. 

Pentru a explica aceastá definifie, sá demonstrám. 

Teorema 1. Mulfimea Cf, compasa din tóate párfi le 
lui E care confin , fiecare, o mulfime a lui 3, este un filtru 
asupra lui E. 

Intr-adevár, orice parte A a lui E care contine o multi¬ 
me F a lui Cf- confine, prin definifie, o mulfime B C F a 
lui (B , deci aparfine lui Cf si. prin urmare, Cf satisface F x . 

Intersecfia F fl F' a douá mulfimi ale lui Cf confine 
¡ntersectia B fl B' a multimilor B c F, B' C F' ale 
lui 3; fnsá conform condifiei B 1? B fl B' confine o mulfi- 
me B" G3, deci B" C F fl F' §i, prin urmare, 

F fl F' e Cf. Este satisfácutá deci F 2 . 

In sfírsit, Cf nu confine partea vidá a lui E, deoarece 
3 nu confine aceastá mulfime, deci Cf satisface F 3 . 

Cf este deci un filtru asupra lui E ; se numeste filtru ge- 
nerat de baza 3- 

Douá baze de filtru 3 si 3' sínt echivalente dacá gene- 
reazá acelasi filtru. 

Teorema 2. Pentru ca un filtru Cf' de bazá 3' sá 
fie mai fin decit un filtru Cf de bazá 3, este necesar si sufi¬ 
cient ca fiecare mulfime B a lui 3 sá confina o mulfime 
B' G 3'. 
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Demonstrare. íntr-adevár, dacá Cf' D Cf, atunci fie-, 
care multime F a lui Cf apanine lui Cf-'. In particular 
fiecare multime B a lui <3 apartine lui Cf’, deoarece CB C.Cf, 
deci CB contine o multime B' e CB' ■ 

Reciproc, dacá fiecare multime B a lui CB contine o 
multime B' a lui CB', atunci CB C Cf', deci, tn virtutea 
lui F 2 , CftzCf'. 

Fie tn R n mulfimea S r (x) a punctelor y sitúate la o dis- 
tantá inferioará lui r de punctul x (r > 0). 

Mulfimea &(x) a tuturor sferelor cu centrul in x con- 
stituie o baza de filtru. In adevár, intersectia a douá sfere 
S r (x) si Sr'( x ) de centru x si de raze r si r' este sfera cu 
raza cea mai mica, deci »(x) satisface B t . 

&(x) nu este vida si nu contine partea vida din R” (de¬ 
oarece r > 0), deci §(x) satisface B 2 si B 3 . 

Filtrul <V{x) de baza S (x), adicá mulfimea tuturor pár- 
tilor lui R" care contin fiecare o sferá S r (x), poartá nu- 
mele de filtrul vecinátátilor punctului x; fiecare dintre 
multimile V(x) ale lui <V(x) se numeste vecinátate a lui x. 

Orice baza a filtrului vecinátátilor poartá numele de 
sistem fundamental de vecinátáti, iar multimile bazei nu¬ 
mele de vecinátáti fundaméntale: in particular, sferele 
S r (x) sint vecinátáti fundaméntale ale lui x. In plan, 
asa-numitele sfere se confunda cu discurile céntrate ín x. 
Pe dreaptá, sferele se confundá cu intervalele céntrate ín x. 

Un filtru Cf asupra spajiului R" se spune cá are drept 
Iimitá (converge catre) un punct x, dacár^ este mai fin 
decit filtrul (V{x) al vecinátátilor lui x. 

O bazá de filtru CB are ca Iimitá (converge catre) un punct 
x, dacá filtrul Cf de bazá CB converge cátre x. 

Teorema 3. Condifia necesara $i suficientá ca o 
bazá de filtru CB sáconveargá cátre x este ca fiecare vecinátate 
fundaméntala a unui sistem fundamental oarecare de veci- 
nátáfi ale lui x sá confina o mulfime a lui CB- 
Demonstrafie. Dacá CS satisface aceste condijii, atunci, 
ín virtutea teoremei 2, filtrul Cf de bazá CB este mai fin 
decit filtrul (V(x) al vecinátátilor lui x. Reciproc, dacá 
Cf D Cü{x), atunci, in virtutea aceleiasi teoreme 2, fie¬ 
care vecinátate fundamentalá a lui x confine o mulfime a 
lui CB ’- 
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Teorema 4. In spafiul R" orice ¡iltru convergent 
are_ o limita única. 

In adevár, ín caz contrar, un filtru f^ar tinde cel pu{in 
catre douá puñete distincte x si y, decifj : lD<V{x),(J : Z3^U(y). 

Fie sferele S r (x) si S r (y). Avem S r (x)£ <V{x), S r (y)G <V ( y) 

Fie d distan{a dintre x §i y si fie 2 r < d. Rezultá 
S r (x) f| S r (y) = 0. Jinínd seama cá aceste douá sfere apar- 
tin filtrului C¡R, am ajuns la o contradicfie care demonstreazá 
teorema. 

Vom aráta acum cá tóate procésele infinite pe care le-am 
tntilnit si pe care le-am amintit la ínceputul acestui ca¬ 
pítol pot fi reduse la o singurá idee: aceea de convergerá 
a unui anumit filtru. 


MARGINEA SUPERIOARÁ A UNEI MUIJIMI LINIARE DE PUNCTE 

Fie o muljime Q. liniará, nevidá. Pentru fiecare 
consideram partea A x C ^ definita astfel: x' G A x dacá 
si numai dacá x' G E si x' ;> x. Mulfimea pártilor 
{A x } cfnd x parcurge pe ^formeazá o baza de filtru 2; 
in adevár, 1) A x n A y confine orice A z cu z G Q \ z >> 
> max(x, y)\ 2) <2 nu este vida, deoarece ^nu este vida; 
exista xG i}, deci existá A x G(B; 3) 2 nu confine par¬ 
tea vidá a lui Q, deoarece orice A x contine cel pufin un 
element: pe x. 

FiefT 1 filtrul asupra lui R 1 , care are ca bazá pe ®. Avem: 

T e o r e m á. Necesar si suficient ca Al sá fie marginea 
superioará a lui Q este ca 

lim Cf — Ai. 

Demonstrafie. Vom presupune cá (j, este márginitá su¬ 
perior. 

Necesitatea. Fie M marginea superioará a lui Q. Fie o 
vecinátate fundamentalá a lui M: (M — e, M + e) 
(s > 0). Conform definifiei lui M, existá x G&, astfel 
incit M — e < x si avem, in orice caz, x •< M; deci 
A x C (M — e, M ’+ e). 

De aici rezultá imediat cá tueste mai fin ca <V(M), con¬ 
form teoremei 3. 
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Suficienta. Fie lim —M. Fie e > O si fie intervalul 
(vecina tafea fundaméntala) M — e, M + e). Exista 
astfel íncít A x c (Ai — s, M + e) (conform teoremei 3). 
Insá A x confine tóate púnetele din 0 sitúate la dreapta 
lui x, deci x £ 0->x < M + e. Deoarece e a fost ales 
arbitrar, rezultá cá x £-$-> x < M. 

Pe de alta parte, din A x C (M — e, M + e) rezultá 
cá pentru orice s > 0 existá x £ £, astfel íncit M — 
— e < x. M este, deci, marginea superioará a lui 0. 

Observafia 1. Teorema se extinde si la cazul ín care 
M = oo. 

Observaba 2. O teoremá analogá se poate da pentru mar- 
ginéa inferioará a mulfimii 0. 


UMITA SUPERIOARÁ A UNEI MULJIMI LINIARE INFINITE 

Fie 0* submulfimea acelor puñete diñóla dreapta cá- 
rora existá o infinítate de puñete din 0. Presupunem, 
deocamdatá, cá 0* nu e vidá. Fie, pentru x £ G*, Al 
formatá din tóate púnetele x' E 0 cu x’> x. 

MulfimeaCS* a párfilor A* x ale lui 0 formeazá o bazá de 
filtra. Intr-adevár, A* x fl A* y confine pe Al cu z = 
= max (x, nu este vidá, deoarece 0* nu este vidá; 

<3* nu confine partea vidá a lui 0, deoarece pentru orice 
x £ 0*, Al nu este vidá (este chiar infinita). 

Fie F* filtrul de bazá C3* Printr-un rafionament ana- 
log cu cel precedent, se constatá cá 

lim Cf* = L, 

unde L este limita superioará a lui 0. 

Dacá 0* este vidá, atunci considerám submulfimea *0 
a acelor puñete din 0 la stínga cárora existá o infinítate 
de puñete áin0(*0 va coincide, in acest caz, cu 0) si 
obfinem un filtru *Cf- cu 

lim *Cf = L = /, 

unde / este limita inferioará a lui 0. 
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MARGINEA SUPERIOARÁ A UNEI FUNCTII DEFINITE PE O 
MULTIME DIN R» 


Pentru fiecare x G % considerám mulfimea A x a tutu- 
ror punctelor x' €= pentru care / (x') >. / (x). 

MufimeaCSa parfilor .4* a le luí ¿f este o baza de filtru 
asupra lui Q. Intr-adevár, A x Q A y o A z , unde z € # 
§i f(z) > max (f(x), f(y)).(B nu este vida, deoarece nu 
este vidá; <3 nu confine partea vidá a lui deoarece, 
pentru orice x e Q, A x confine cel pufin elementul x. 

Fie Cf filtrul asupra lui Q, generat de (B. 

Teorema. Necesar §i suficient ca M sá fie marginea 
superioará a lui f pe Q este ca 

M = lir% /. 

Sá presupunem cá M este finit. 

Necesitatea. Fie M marginea superioará a lui f pe^. 
Avem deci 


x £ »/(x) M 

si pentru e > 0 existá x G asa incit M — e < f(x). 

Cu alte cuvinte, pentru orice vecinátate fundamentalá 
(M — s, M + e) a lui M existá x e, astfel íncit 


f{A x } G (M - e, M + t). 


Insá f{A x } aparfine bazei de filtru f(Cf) asupra lui 
R 1 . Deci conform teoremei 3, f(Cf ) converge cátre Af. 
Suficienfa. Fie N = limg: /. Dacá 

sup /(x) = M =jí= N, 

atunci, conform demonstrafiei precedente, lim ff f =N. 
Insá aceasta ar contrazice teorema 4 asupra unicitáfii li- 
mitei unui filtru asupra lui R". 

Observafia 1. Teorema rámíne in vigoare, cu mici mo- 
dificári ín demonstrafie, in cazul M = + °o. 

Observafia 2. O teoremá analogá se obfine pentru mar¬ 
ginea inferioará a lui f pe-^; A x se inlocuieste cu A' x 
confinind tóate púnetele x' e Q pentru care /(x') < f(x). 
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MARGINEA SUPERIOARÁ A UNEI FUNCJII ÍNTR-UN PUNCT 


Fie f(x) local marginitá superior 1 (xE R 1 )- Fie x 0 E R 1 . 
Prin definijie: 

M(x 0 ) = sup (/; x 0 ) = inf (sup { /; l x }, 
unde I x = [2x 0 — x, x], 

Introducem fungia y. definitá pe R 1 in modul urmátor: 

fx(*) = fx(2x 0 — x) = sup (/; I x ). 

Din definida marginii superioare in x 0 , rezultá cá 

M(x o) = inf y(x). 
xER 1 

Multimile A'*(vezi observatia 2 de mai sus) sint aici 
chiar intervalele inchise I x . Baza de vecinatá^i formatá 
de intervalele inchise I x genereazá un filtru Cf asupra lui 
R 1 . (De observat cá acest filtru este mai fin ca <V(x 0 ); 
dacá, ínsá, am fi definit func(ia ¡x numai pentru i^i 0 , 
am fi obtinut Cf = <V(x t ).) Avem 

limg: ¡x = Af(x 0 ) 

si, conform observa(iei din parantezá, avem chiar 
lim^ o p. = M(x 0 ). 

Observaf ia 1. Luínd 

fx*W = y.*(2x 0 — x) = inf (/; I x ), 
obtinem 

limíf ¡x* = lim^ ¡x* = m(x 0 ) (marg. inf. in x„). 

Observaba 2. Sá presupunem cá exista N , astfel incit 
limj ¡x =N. {Cf fiind filtrul definit mai sus). Conform teo- 
remei de unicitate a limitei unui filtru in R", rezultá 
N = M(x 0 ). 


1 O funche f este local marginitá superior, daca pentru flecare 
punct exista o vecinátate fn care f este marginitá superior. Este vizi- 
bil cá f poate fi local márginitá superior, fárá a fi marginitá superior, 

cum se íntimplá cu f(x) = — fn (0, 1). 
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UMITA SUPERIOARÁ (RESPECTIV INFERIOARÁ) 
A UNEI FUNCTII ÍNTR.UN PUNCT 


Fie f definita si local márginitá pe R. (Condifia márgini- 
rii lócale este cerutá numai pentru a evita introducerea 
lui — oo si oo). 

Fie o funcfie v, definitá pentru orice x =f=- x 0 in modul 
urmátor: 

v(x) = v(2x 0 — x) = sup (/;/* — {x 0 }), (/*= [ 2x 0 — x, *]). 
Deoarece, prin definifie, 

lim f(x) = inf (sup [/; /* — (* 0 }1). 

rezultá, ca si mai sus, cá 

lim^ 0 v = lim f(x). 

X-+XQ 

Observatia 1. O teorema analogá se obtine pentru 
lim f(x), tnlocuindu-se funcfia v cu functia v*, definitá 

astfel: 

v*(x) = v*(2x 0 — x) = inf (/; I x — {jc 0 })- 
Observa(ia 2. Unicitatea limitelor 

1 im«y (;eo) (x„) v, lim< ?( ^ ) v* 

rezultá din teorema de unicitate a limitei unui filtru asu- 
pra lui R". 


LIMITA UNEI FUNCTII ÍNTR.UN PUNCT 

Fie / definitá in R 1 , cu valori in R 1 . 

Teorema. O condifie necesará §i suficieniá ca sá existe 
lim f{x) este sá se poatá definí o funcfie <p, continua in x 0 

x-+x 0 

egalá cu f(x) pentru x=f= x 0 , astfel incit sá existe lim°?(* 0 )<p. 
Avem: 

lim f(x) = lim^u o) 9 . 

X-fXQ 
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Demonstradle. Necesitatea. Presupunem cá lim f(x) = A. 

X~¥X 0 

Fiind date>0, existanj e >0, astfel incít x G ( x 0 — 
x 0 + t] £ ) sa rezulte 

<?(x) G (A — s, A + e) 


sau 


<p{(*0 — *) e , *o + T) e )} C (<4 — £, A'+ -), 

deci orice vecinátate fundaméntala a lui A confine o 
muidme din baza de filtru (f((Z)(x g )), cu alte cuvinte, aceas- 
tá baza de filtru converge catre A. 

Suficienfa. Presupunem cá 9 (®) -» A ; deci, orice veci¬ 
nátate fundaméntala ( A — s, A + s) confine o mulfime 
din 9 ((V(x 0 )), deci o mulfime din <?(<$(x 0 )); existá deci un 
p > 0 , asa incit 

?(*o — *). x„ + r¡) C. (A — z, A A- e), 
ceea ce este echivalentá cu 

lim f(x) = A. 

*-►*0 


UMITA UNUI $IR 

Fie un sir cu termeni real i, adicá o funcfie definitá pe 
Tí (mulfimea numerelor naturale), cu valori ín R 1 . Vom 
nota aceastá funcfie cu /, iar valoarea lui / ín n cu f(n). 

Fie B„ = (n, n + 1, n + 2, B„ se numesteo secfiune 
superioará ín ^.Fie® mulfimea tuturor secfiunilor supe- 
rioare ale lui Ti. ® constituieo baza de filtru asupra lui Ti. 
In adevár, B„ fl B m □ B p cu max (m, n); ® nu este 
vida, cáci Ti nu este vidá si fiecare n G Ti determina un 
B„; ® nu confine partea vidá a lui Ti, cáci orice B este 
diferit de mulfimea vidá. Fie CJ- filtrul generat de ® asu¬ 
pra lui Ti. Avem 

T e o r e m á. Necesar si suficient ca 
lim f(n) — A 

n -+ 00 
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este ca 


lim <?f = A. 

Necesitatea. Presupunem cá 

lim f(n) — A, 

n->oc 

deci cá pentru e > O exista un numár natural N t , astfel 
íncit 

n > N c => /(«) e (A — e, A + s)- 

Urmeazá cá o vecinátate fundamentalá (A — e, A + s) 
a lui A confine mulfimea 

Í(B n J = (f(Ag, f(N, + 1). /(*. + 2).), 

care este unelement din baza de filtru f((B) = Re- 

zultá deci cá baza de filtru f(<3) converge catre A, deci cá 
baza de filtru f (Cfr) converge catre A si avem 

limgr / = A. 

Suficienfa. Fie limgr/ =A; urmeazá cá baza de filtru 
f{Cf) converge catre A, deci ca orice vecinátate fundamen¬ 
talá (A — e, A + s) confine o mulfime din fiff) §i, cu 

atít mai mult, din fie aceastá mulfime f(B Nc ). Din 

f(B Nc ) C (A - e, A + e) 

rezultá imediat 

lim f(n) = A. 

B-HJO 


UMITA SUPERIOARÁ (RESPECTIV INFERIOARÁ) A UNUI $IR 

Limita superioará a unui sir a fost definitá ca margi- 
nea superioará a mulfimii valorilor care se obfin ca li¬ 
mite ale diferitelor subsiruri ale sirului dat 1 . 


1 S-ar putea íntímpla ca aceastá margine superioará sá fie+ oo. Nu 
estegreu de vázut cá totceea ce urmeazá rámine vaiabil ?i ín acest caz. La 
nevoie, jirui p(l),p(2).p(n),... Va deveni + oo,+ oo+,...+oo,... 
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Insá un sir este o funche / definitá pe ü, cu valori ín 
R 1 , deci ar trebui ca definida de mai sus sá corespundá 
no¿iunii de limita superioará a unei functii intr-un punct. 
Faptul cá acest punct este + oo nu schimbá esential si¬ 
tuaba. „Vecinátátile“ fundaméntale ale lui + oo sint, 
in mulfimea 9Í, sectiunile superioare B„. Nu este greu de 
arátat cá 

lim f{rí) = inf (sup {/(n), f(n + 1 ), ... }). 

*->oo n 

Introducínd funcfia auxiliará ¡x, definitá pe Tí prin 
fx(«) = sup{/(«), f(n + 1),..} = sup {/; B„) 
si {inind seamá cá sirul numeric 

p.(l), fx(2), ..., y.(n),... 

este monoton descrescátor, deci cá are 1 imitá, rezultá: 
lim f(n) = lim ¡x(rc). 

77-> 00 77->co 

Dar, dupá cum am vázut, 

lim ¡x(rc) = lim^ ¡x, 

77“>00 


undef/este filtrul asupra luiTÍ, generat de baza (B a sec- 
tiunilor {B„}. Urmeazá cá 

lim f(ti) = lim^ jx. 

n-> oo 

In mod analog se poate aráta cá 

lim f(n) = limg: v 

n-t oo 


unde v este o funefie realá definitá pe QfL in modul urmátor: 
v(n) = inf (/; B n ). 
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VARIATIA TOTALÁ A UNEI FUNCTII 

Fie / o functie definitá pe [a, b], Sá definim pe mulfi- 
mea A a diviziunilor lui [a, b\ o funcfie v in felul urmátor: 
dacá 4 6 A- 

a(A) = £ \f(x i+l ) — í(x¡)\, 

/ = o 

unde A =(a = x 0 x n = b). 

Sá considerám, pentru fiecare A £ A, mulfimea a 
tuturor diviziunilor lui [a, b] mai fine ca A. se numeste 
o secfiune la dreapta fn A- 

Mulfimea i a sectiunilor la dreapta ín A este o baza de 
filtru asupra lui A- In adevár, n á’A" D dacá 

AD 4' U A"; S nu este vidá, deoarece fiecare divi- 
ziune a lui [a, b) induce o secfiune la dreapta ín A'. 
¿ nu confine partea vidá a lui A, deoarece orice á A confine 
o infinítate de elemente din A 

Fie Cf filtrul asupra lui A. generat de S. Avem 
Teorema. Necesar $i suficient ca f sá fie cu variafie 
márginitá pe [a, b ] este sá existe ?i sá fie finita limita 

lim cfV. 

Valoarea acestei limite este variatia totala a lui f, de la 
a la b. 

b 

Necesitatea. Fie V — V(f). Fie e>0. Exista o diviziune 

a 

A E , astfel incit V — e<^v (A E ). Fie acum ADA e . Avem, 
cu atít mai mult, V — e<<u(A). Deoarece avem si 
u(A) <; V, rezultá cá orice vecinátate fundamentalá a lui V 
confine imaginea, prin funcfia v, a unei secfiuni 
Deci baza de filtru v (Cf) converge cátre V, adicá 

limy v = V. 

Suficienfa. Din lirng: v— V rezultá cá ( V — £, V + e) 
confine o mulfime din baza de filtru v(Cf), deci si o mul- 
fimedinu(S), adicá imaginea prin v a unei anumite sec- 
fiuni &A r . Pentru orice A D A E avem 

V — e<u(A) < V + e. 


5 - 43 $ 
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De aici rezulta cá 


v < m. 

a 

Fie acum o diviziune arbitrará A §i fie Aj = A e U A. 
Din A* D A e rezulta 

v (Aj) < V + e, 


deci, cu atít ma¡ mult, 

v(A) < V + e. 

(Se folose$te proprietatea cá u(A) nu descreste cínd se 
trece la o diviziune mai finá). 

Deoarece e este un numár pozitiv arbitrar, iar A este 
un element arbitrar din A> rezulta cá pentru orice A 

o(A) < V, 

deci cá / este cu variare márginitá pe [a, b). Avem: 

m < V- 


Deoarece am ob{inut §i o inegalitate de sens contrar 
avem 


V(f) 


a 


= v. 


Observaría 1. Func(ia v poate fi inlocuitá cu functia tu, 
definitá ín felul urmátor: dacá Ae A- 

“ ( A ) =£«*>(/; [x¡, x ;+1 ]). 

1-0 

Observa(ia 2. Sá considerám, pentru fiecare A e A mul- 
timea S>% a diviziunilor de norma <; || A || (prin 
|| A || notám norma diviziunii A). 

Multimile formeazá o baza de filtru &*. In ade- 
vár, *¡J, fi unde|| A||< min (|| A' || , ||A"||). 

$* nu este vida, deoarece A nu este vida $i 
fiecare Ae A genereazá un $* nu conjine partea 
vida a lui A, deoarece orice fj conjine o infinítate de 
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elemente din A. Fie Cf* filtrul generat de §* (SJ este 
tot o sectiune la dreapta ín A, in care diviziunile sínt 
ordonate dupa norma, spre deosebire de $ A , unde diviziu¬ 
nile sínt ordonate dupa finete). 

O functie f poate fi cu variare márginitá pe [a, b] si 
totusi sá nu existe 


lim^* v. 

Se poate arata insá cá dacá / este continua si cu varia¬ 
re márginitá, atunci 

b 

V(f) = limy v — limgr. v. 

a 

Intr-adevár, aceasta revine la proprietatea binecu- 
noscutá cá fiind datá o functie f continuá si cu variare 
márginitá, pentru orice sir A„ de diviziuni de normá tin- 
zínd la zero avem 


lim v(A n ) = V (/). 

n-+ oo a 

Existá si func|ii discontinué, cu variafie márginitá, 
pentru care 


b 

V (/) = limgr v = limy. u; 

a 

sínt tóate functiile cu variare márginitá pentru care 
avem, pentru orice x, 

min (f(x — 0), f(x + 0)) < ¡(x) < ma x(f(x — 0), f(x + 0)). 

Sá considerám functia w, definitá pe A, asa cum s-a 
arátat mai sus. Vom aráta cá pentru orice functie f, cu 
variatia márginitá pe [a, b] si pentru orice sir de diviziuni 
A„ ale lui [a, 6], de normá tinzínd la zero, avem 

lim co(A„) = V (/). 

oo a 
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Fie w ='£u>k, unde <¿> k = oj (/; [ x k , x i+1 ]). Exista pe 

k 

[Xk, **+i] douá puñete l k , y¡* astfel íncít \f(% h ) — /(y¡*)| > 

> (ú k — — , unde e >0 este dat, iar « este numárul de inter- 
n 

vale ale diviziunii A. Avem deci un v dat de 
»=s i hik) - f(r¡ k ) i+si - m k ) i > 2 «*- e = «-«. 

Deci, sup to(A) C sup ü(A). Insá, in orice caz, 

A A 

sup o(A) C sup w(A). 

A A 

b 

Rezultá deci cá V(f) = sup w(A). Se aplica acum ratio- 

a 

namentul prin care se aratá, in teoría integralei, cá pen- 
tru orice sir de normá tinzind la zero avem, notind cu s 
suma Darboux inferioará, 

lim s(A„) =[ b f(x) dx, 

n-too Ja 

5 b b 

f(x)dx prin V(f). 

a\ a 

Deci, pentru orice /, cu variare márginitá pe [a, b], 
avem 

b 

limgr. (ú = V (f). 


INTEGRALE LE LUI DARBOUX ALE UNEI FUNCTII HÁRGINITE 

Sá notám cu s(A) suma Darboux inferioará asociatá, 
pentru o funche f, márginitá pe [a, b], unei diviziuni A. 
Avem, prin definifie, 

sup s (A) = [ b f(x) dx. 

A Ja 
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Observám cá se obtine 

S b 

f{x) dx, 

unde (J este filtrul folosit pentru exprimarea variatiei 
totale. 

Este suficient pentru aceasta sá observám cá rámin va- 
labile rationamentele pentru variaba totalá. In locul func- 
tiei v se considerá functia s, definitá pe aceeasi multime A. 
Cu mici modificári ín rationamente, se obtine ?i 

lim cf S = ^ f(x) dx, 

unde S(A) este suma Darboux superioará. 

Spre deosebire ínsá de variatia totalá, in a cárei expre- 
sie nu se putea inlocui, in general, filtrul Cf prin filtrul 
Cf *, aici este posibil acest lucru, deoarece pentru e >0 
existá 7¡ e > 0 astfel incit din || A || < Yj e sá rezulte 

J 4 ( f(x) dx — s(A) < e , S( A) — ^ f(x)dx < s. 

Avem 

lim^. s = í* f(x)dx, Unta. s = i* f(x)dx. 

Ja fc?®;. Jo 

Tinind seama cá pentru o funcfie integrabilá Riemann 
pe [a, b] cele douá intégrale Darboux sint egale, avem, 
punind 


t(A) = S f(Z,i)(Xi +1 — x¡), x¡ < h < x ;+1 


limgr*s = limgr.S = HmgrS = limyS 



lim 7 *T =limgrT, 

ori de cite ori funcfia/este integrabilá Riemann pe [a, b], 
In particular, rezultá cá si procesul de trecere la limitá 
care intervine ín definida integralei constituie o limitá 
dupá un anumit filtru. 
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III 


Ce este lungimea unei curbe? 


INTRODUCERE 


In capitolui de faja íncercám sá expunem evolutia no- 
tiunii de lungime a unei curbe. 

Pornind de la conjinutul intuitiv al notiunilor de 
„curbá“ si „lungime“, oamenii de stiintá au cáutat de 
multa vreme sá gáseascá cea mai potrivitá traducere ma¬ 
temática a luí. In ciuda aparenjei de simplitate pe careo 
prezintá aceastá problema, ea s-a dovedit a ascunde difi¬ 
culta^ si o teorie matematicá completé a lungimii curbe- 
lor nu a putut fi construitá decit in secolul nostru. Efor- 
tul pentru crearea acestei teorii a dat un impuls puternic 
dezvoltárii unor importante capitole de matematicá, de 
pildá teoría integralei, si chiar a unei intregi ramuri a 
matematicii, analiza functionalá. 

In ce priveste teoría ariei unei suprafefe, despre care o 
buná bucatá de vreme matematicienii aveau impresia — gre- 
sitá — cá poate fi desfásuratá ca o simplá transpunere a 
consideratiilor clasice asupra lungimii curbelor, trebuie 
sá spunem cá aceastá teorie se desávirseste abia in zilele 
noastre. 

!n teoría lungimii si ariei rezultatele fundaméntale 
au la baza observafii a’tít de simple — si totusi atít de 
profunde —, observafii legate de faptuf banal de másu- 
rare a lungimii unui drum sau a unui fir, íncit cititorul 
rámíne oarecum surprins ca matematicienii au putut sá 
treacá atita timp pe lingá ele fárá sá le observe sau sá le 
observe fárá a trage consecintele din aceastá observare. 

Pentru a nu pierde din vedere linia principalá, evolutia 
ideilor, vom ínlátura, pe cít este posibil, detaliile si de- 
monstratiile. 
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O EXPUNERE CLASICA A NOTIUNII DE LUNGIME A CERCULUI 

In definida lungimii unei curbe apar douá feluri de 
dificultá^i- Unele provin din ínsá$i complexitatea notiunii 
de curbá, notiune, care depá§este intuida obisnuitá de- 
spre linie sau despre o trásáturá continua; áltele provin 
din netranspunerea fidelá in matematicá a continutului 
intuitiv al no|iunii de lungime. 

Pentru a retine doar dificultadle de al doilea tip, este 
suficient sá considerám o curbá de o structurá mai simplá, 
de pildá, un cerc. 

O expunere clasica a notiunii de lungime a unei circum- 
ferinte se gáseste, de exemplu, in cartea lui Jacques Ha- 
damard, Lectii de geometrie elementara. Editura Tehnicá, 
Bucuresti, 1960. Aceastá expunere se poate rezuma ast- 
fel: se considera un sir de poligoane regúlate inscrise in 
circumferintá si un sir de poligoane regúlate circumscrise 
circumferintei, astfel íncít fiecare poligon sá aibá un 
numár dublu de laturi fa(á de poligonul precedent. Poli- 
goanele initiale din cele douá siruri au acelasi numár de 
laturi. Lungimile poligoanelor din primul sir merg cres- 
cind, ale celor din al doilea sir merg descrescínd. Orice 
poligon din primul sir are lungimea mai micá decit orice 
poligon din al doilea $ir. 

Pe baza teoremei: „orice sir monoton si márginit are o 
limitá (finitá)“, se deduce cá sirul lungimilor poligoanelor 
circumscrise si sirul lungimilor poligoanelor inscrise au 
fiecare o limitá. Se aratá cá raportul perimetrelor a douá 
poligoane de acelasi rang din cele douá siruri tinde la 1 
si se stabileste astfel egalitatea celor douá limite. In sfir- 
sit, se demonstreazá cá valoarea acestei limite nu depinde 
nici de sirul particular de poligoane inscrise sau circum¬ 
scrise, nici de faptul cá aceste poligoane sint sau nu regú¬ 
late sau de faptul cá numárul laturilor se dubleazá de 
fiecare datá; esential este doar ca lungimea celei niai mari 
laturi a poligonului (inserís sau circumscris) sá tindá la 
zero atunci cind rangul tinde la infinit. 
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DE CE LIINII POLIGONALE ¡NSCRISE ? 


Care este punctul de pornire ín incercarea de a definí 
lungimea cercului? Deoarece stim ce inseamná lungimea 
unui segment de dreaptá (aceasta presupune cunoasterea 
notiunii de numár real), deci a unei linii poligonale, este 
natural sá incercám sá definim lungimea cercului cu aju- 
torul lungimilor liniilor poligonale care se apropie din 
ce in ce mai mult de cerc. Trebuie deci sá gásim tradu- 
cerea matemática a procesului reprezentat prin cuvintele 
„se apropie". Pare fireascá urmátoarea definifie: 

O linie poligonalá P este la distantá inferioará lui 
e > 0 ía\á de circumferinfa C de raza r, dacá P este si- 
tuatá tntr-o coroaná circulará concentricá cu C, ale cárei 
cercuri frontierá au razele r — e si r -f e. 

Cíteva exemple care oglindesc aceasta situafie se pot 
vedea in fig. l.III. 

Dintre aceste exemple, retine in special atenea ulti- 
mul. Apropierea unei linii poligonale de o circumferintá 
nu este conditionatá de faptul cá aceastá linie poligo¬ 
nalá este ínscrisá sau circumscrisá circumíerinfei. Consi- 
derarea, cu exclusivitate, a poligoanelor inscrise si a ee- 
lor circumscrise apare astfel arbitrará. 



Síntem tentafi sá introducem urmátoarea definitie: 
lungimea circumferintei este limita catre care tinde si- 
rul lungimilor liniilor poligonale P lt P 2 , ..., P„ ,... álese 
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ín a§a fel, fncit pentru orice n, distarla de la P la circum- 

ferintá sá fie infernara lui — (ín sensul definitiei de mai 

n 

sus). 

Desi luarea ín consideratie a liniilor poligonale de orice 
fel este un mare pas inainte, trebuie totusi sá renun(ám 
la aceastá defini(ie. In adevár, dacá 
am adopta-o, am putea demonstra cá 
lungimea oricárei circumferinte este 
egalá cu infinit. Este suficient sá 
observám cá oricit de mic ar fi 
e > 0 si oricit de mare ar fi numá- 
rul A, exista o linie poligonalá P, 
situatá fa(á de circumferintá la o 
distantá inferioará lui s si astfel 
íncit lungimea lui P sá fie supe- 
rioará lui A. Aceasta apare ciar ín 
fig. 2.III. Dacá unghiul dintre douá laturi consecutive ale 
liniei poligonale este suficient de mic, atunci numárul 
laturilor din care este formatá linia P va fi destul de 
mare pentru ca lungimea lui P sá intreacá valoarea A. 

Cel care a stiut sá utilizeze ín mod judicios liniile po¬ 
ligonale apropíate de o curbá, ín vederea unei definifii cit 
mai naturale a lungimii unei curbe si care sá nu contra- 
zicá — ca cea de mai sus — nici un fapt intuitiv, a fost 
matematicianul Henri Lebesgue. Nu este, poate, lipsit 
de interes sá spunem cá Lebesgue si-a construit teoría sa 
pornind de la lucruri si observatii elementare, márturi- 
sind cá aceastá teorie are ca punct de plecare nemultumi- 
rile pe care le avea ca elev de liceuín legáturá cu modul 
ín care se prezentau ín manualele scolare, notiunile de 
lungime si de arie. Aceste nemultumiri vizau lucruri pe 
cit de simple, pe atít de profunde, legate mai íntíi de lun¬ 
gimea cercului, aria cilindrului, a conului si, mai tir- 
ziu, de teoría lui Camille Jordán, care domina la sfirsi- 
tul secolului trecut conceptiile matematicienilor asupra 
lungimii si ariei. La ínceput, Lebesgue a considerat satis- 
fácátoare teoría lui Jordán, dar ulterior, vazínd la ce ín- 
curcáturá poate ea sá conducá chiar íntr-un caz simplu 
ca aria unui cilindru de rota(ie, n-a mai fost mulfumit 
de aceastá teorie. 



Lebesgue si-a expus ideile sub forma unei critici aduse 
teoriei lui Jordán. Ele vor face obiectul unor paragrafe 
ulterioare ale acestui capítol. Sá vedem deocamdatá 
ín ce constau ideile lui Jordán. Cu aceasta trecem, im- 
plicit, la discutarea acelor dificulta^ care apar tn defi¬ 
nida lungimii unei curbe, fiind provócate de ínsási com- 
plexitatea notiunii de curbá. 


DIFICULTAD $1 POTICNIRI ÍN ÍNCERCÁRILE 
DE DEFINIRE A NOTIUNII DE CURBÁ 

Dupa Jordán, o curbá 1 este o muidme de puñete 
ale cáror coordonate x, y sint date de o reprezentare pa- 
rametricá 


x=f(t), y =g(0, (1) 


functiile f si g fiind continué pe un acelasi segment [a, b]. 
Este usor de vázut cá curbele obisnuite fn geometría analí¬ 
tica, de exemplu, sint curbe si in sensul definitiei lui Jor¬ 
dán. Astfel, reprezentárile parametrice 


fx = t 

1 x = r eos t | 

II 

\y = r sin t \ 


x = a eos t 
y — b sin í 


( 2 ) 


unde t €= [0, 2n], defínese respectiv un segment de dreaptá, 
un cerc de raza r cu centrul in originea axelor si elipsa 
de semiaxe a, b, centratá de asemenea in originea axelor. 

Exista insá curbe jordaniene care trec mult dincolo 
de intuida pe care o avem despre o curbá. Astfel, Peano 
a dat un exemplu de curbá jordanianá care umple un pá- 
trat. Dupa Peano, muid ald matematicieni au dat exem- 
ple similare. Unul dintre ele este reprodus in volumul II 
de Analiza matemática, apárut in Editura Academiei, 
al acad. Mirón Nicolescu (p. 14). Aceasta inseamná cá 
pátratul plin este si el o curbá, lucru care desigur ne face 
sá zimbim. Acest fapt curios se explicá prin aceea cá li- 
niile cu care sintem familiarizad, si anume cele folosite 


1 Ne restrlngem la curbe plañe. 
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ín geometrie, sint definite íntr-un mod foarte restrictiv, 
ceríndu-se ca functiile care intervin ín reprezentarea 
lor parametricá sá aibá si alte proprietáti, ín atará de con- 
tinuitate. Este un fapt cunoscut cá graficul unei func(ii 
continué nu este, ín general, susceptibil de un desen. 
Trasarea unei linii pe o foaie de hírtie presupune cá impri- 
mám míinii ín fiecare moment o direcfie determinatá. 
Deci linia trasatá va avea tangentá ín fiecare punct (excep- 
tínd_ eventual un numár finit de puñete). 

In atará de aceasta, trebuie sá menfionám cá nici de¬ 
finida curbei jordaniene nu este completa. O curbá nu este 
doar o muidme de puñete definitá de (1), ci o astíel de 
muidme, ímpreuná cu reprezentarea ei parametricá, 
adicá mulfimea de puñete date de (1), ímpreuná cu repre¬ 
zentarea (1). 

Aici ínsá apar únele complicatii, deoarece, cu pre- 
cizarea adusá definitiei notiunii de curbá, se poate íntím- 
pla ca douá reprezentári care coincid vizual, avínd acelasi 
grafic, sá defineascá totusi curbe distincte. De pildá, 
reprezentárile parametrice 


x = i 

y =2t 



(0 < t < 1) (3) 


defínese aceeasi multime T de puñete, si anume segmentul 
de dreaptá care uneste originea axelor cu punctul (1, 2). 
La prima vedere, síntem tentad sá spunem cá acest seg- 
ment reprezintá douá curbe diferite, dupa cum este con- 
sjderat cu prima sau cu a doua reprezentare parametricá. 
Insá cele douá reprezentári induc aceeasi relatie de or- 
dine pe T, ín sensul cá dacá pentru T, P 2 G T avem 
?i > P 2 (adicá valoarea t x a parametrului, cáruia íi 
corespunde P lt este mai mare decít valoarea t 2 , cáreia íi 
corespunde punctul P 2 ) dupá prima reprezentare, atunci 
avem P x > P 2 ?i dupá a doua reprezentare si reciproc. 
Relatia de ordine este lipsitá de ambiguitate, neexistínd 
nici un punct de pe T care sá corespundá la douá valori 
distincte ale lui t. Dupá cum se vede, nu ar ti firesc 
sá spunem cá avem aici douá curbe diferite. 

Se pot ínsá ivi si cazuri mai complícate. Fie, de pildá, 
o funcfie/(¿), definitá si derivabilá pe [0, 1], avínd ca mul- 
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time a valorilor segmentul [ 0 , 1 ] si astíel inca derivata 
/'(O sá-§i schimbe semnul íncel pu|in un punct din [ 0 , 1 ]. 
Mai general, s-ar putea considera f(í) continua si nemono- 
toná pe [ 0 , 1 ], cu multimea valorilor datá tot de [ 0 , 1 ]). 
Reprezentárile parametrice 


I 


X 

X 



f * = /(O 
l y = 2/(0 


(0<*<1) (4) 


defínese aceeasi muidme de puñete, dar nu induc aceeasi 
ordine pe aceastá multime. Propriu-zis, a doua reprezen- 
tare nici nu induce o ordine determináis, deoarece exista 
puñete care corespund la mai multe valori ale lui t. 

De exemplu: 

f(t) = 8 1 3 — 9 1 2 + 2í. 


Punctul M de coordonate 2/(0) descrise, etnd 
t variazá de la 0 la 1 , segmentul T de mai sus, dar ca ín 



Fig. 3.111 


fig. 3.III. Aceasta rezultá din faptul cá o funejie continué 
care nu ja nici o valoare de mai multe ori este monotoná; 
or, prin ipotezá, f(t) nu este monotoná. Deci este legitim 
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sá considerám cá reprezentárile (4), spre deosebire de 
(3), defínese curbe distincte. Fenomene de acest tip 
au mai fost íntílnite ín analiza. De pildá, douá siruri 
distincte de numere reale pot sá parcurgá fiecare ín parte 
aceeasi muidme, de exemplu mulfimea numerelor ratónale. 

Discutía de mai sus ínvedereazá necesitatea de a in¬ 
troduce cíteva definitii. 

Un punct P al unei curbe jordaniene, data de (1), se 
nume$íe punct multiplu, dacá exista cel pu{in douá va- 
lori ¿j^i 4din [a, b], dintrecare cel putin una este diferitá 
atít de a, cít §i de b §i astfel íncít /(/j) = f(t 2 ), = g(/ 2 ). 

Dreapta, cercul, elipsa — cu rejirezentárile date de 
(2) — nu admit puñete múltiple. In schimb, foliul lui 
Descartes, definit de 

3 1 3/ 2 

x =-, v = -. 

1 + t 3 1 + P 

admite un punct multiplu ín originea axelor (fig. 4.III). 



Din cele vázute rezultá cá toemai prezenta punctelor 
múltiple complicá structura unei curbe si oferá dificul- 
táfi ín distingerea ei de o altá curbá, cu acelasi grafic. 
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Se poate aráta, dar nu vom face aceasta aici, cá púnetele 
múltiple sínt „vinovate“ si de existenja curbelor care um- 
plu un pátrat, cu alte cuvinte, dacá o curbá umple un 
pátrat atunci ea are puñete múltiple. 

O curbá jordanianá care nu admite nici un punct mul- 
tiplu se numeste curbá simplá. Dacá f(á) = /(¿), g(a) = 
= g(b), atunci avem o curbá inchisá. O curbá simplá 
care nu este inchisá se numeste un are simplu. Púnetele 
A(f(a), g(á}) si B(j{b), g(b )) se numesc, ín acest caz, extre- 
mitátile arcului. Cercul si elipsa date de (2) sint curbe 
simple inchise. Segmentul de dreaptá dat de prima re- 
prezentare din ( 2 ) este un are simplu. 


NOJIUNEA DE CURBÁ lN ANALIZA 

Discutía de mai sus conduce ín mod natural la cíteva 
definitii noi, care oglindesc cu mai multá fidelitate, 
íntr-un mod mai nuantat, complexitatea conceptului 
intuitiv de curbá si care ne vor da posibilitatea sá stu- 
diem in mod riguros si conceptul de lungime a unei curbe. 

Numim drum orice aplicare continué a unui segment 
[a, b ] in R 2 (adicá in plan) sau ín R 3 (adicá in spatiu). 
In primul caz spunem cá avem un drum plan, in al doilea, 
un drum in spatiu. Pentru simplitate, vom considera 
in mod explicit numai drumuri plañe, dar consideratiile 
se extind fárá dificúltate si la drumuri ín spatiu. 

Fie douá drumuri plañe d t si d 2 . Fie [a, b] segmentul 
de definitie a lui d x si fie [a, ¡3] segmentul de definicie 
a lui d 2 . Vom spune cá drumurile d x si d 2 sint echivalente 
dacá existá o aplicare 9 definitá pe [a, b], cu valori in 
[a, p], continué si strict crescátoare pe [a, b] si astfel incit 
<p(a) — a, cp(b) = p si d t (í) = d 2 ((f(t)) pentru orice í din 
[a, b]. Relafia introdusá este o veritabilá relajie de echi- 
valenfá; reflexivitatea se verifica luínd ín rolul lui 9 
aplicaba idéntica; simetría este o eonsecintá a faptului 
cá inversa unei funefii continué si strict crescátoare este 
o funcfiecu aceleasi proprietáti; tranzitivitatea rezultá din 
faptul cá suprapunerea a douá functii continué si strict 
crescátoare este tot o funche continua, strict crescátoare. 
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ín felul acesta, tóate drumurile se repartizeazá ín clase 
de echivalentá. Fiecare dintre aceste clase va constituí, 
prin definitie, o curbá. 

Acest mod de a introduce notiunea de curbá poate sá 
surprindá pe unii cititori; intr-adevár, exista ín matemá¬ 
tica elementará obiceiul de a considera conceptul de curbá 
ca fiind de natura geométrica, ín timp ce aici acest con- 
cept se defineste ca o clasá de aplicatii continué, deci este 
de natiirá esential analítica. Apoi, o curbá este aici pri- 
vitá ca rezultat al unui proces de identificare a unor apli¬ 
catii considérate indiscernabile din punctul de vedere 
pe care 1-am adoptat, deci ca o clasá de echivalentá ín 
interiorul cáreia alegerea unui element este o chestiune 
de comoditate, dar nu de principiu. 

Caracterul analitic al conceptului de curbá nu trebuie 
totusi sá ne impiedice sá vedem componenta sa geomé¬ 
trica. O teorema importantá afirma cá dacá douá drumuri 
sínt echivalente, ele au acelasi grafic; este suficient, 
pentru a obtine acelasi rezultat, sá finem seamá cá atunci 
cínd t parcurge pe [a, b], <p(í) parcurge pe [a, (3], iar cínd 
r parcurge pe [a, p], <p _ 1 (t) parcurge pe [a, b], ín timp ce 
pentru oricare valoare a lui t din [a, b) avem egalitatea 
dj(0 — d 2 (ip(t)). (Am folosit notatiile din definitia re- 
lafiei de echivalentá a douá drumuri.) De aici rezultá 
cá fiecárei curbe i se asociazá, ín mod natural, o anumitá 
multime de puñete care constituie graficul curbei si care 
nu este altceva decít graficul común tuturor drumurilor 
din clasa corespunzátoare de echivalentá. Acest grafic con¬ 
stituie componenta geométrica a conceptului analitic de 
curbá, componenta prin intermediul cáreia acest concept 
se inrudeste cu conceptul geometric corespunzátor. 

Fie (x 0 , y 0 ) un punct de pe graficul d definit de (1). 
Spunem cá acest punct este simplu pentru d dacá nu exista 
douá valori t lt 4 din [a, b], t x 4 (dintre care cel pufin 
una este diferitá atít de a, cít si de b) si astfel íncít sá 
avem d(t¡) = d(t 2 ) = (x 0 , y 0 ). Un punct care nu este 
simplu se numeste multiplu. Un drum fárá puñete múl¬ 
tiple se numeste drum simplu. 

Drumul d dat de (1) este prin definifie inchis dacá avem 
d(a) = d(b). 
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Un numár de teoreme relativ simple ne asigurá cá douá 
drumuri echivalente sínt de aceeasi natura, ín sensul cá 
dacá unul dintre ele este simplu (sau ínchis), atunci si celálalt 
este simplu (respectiv ínchis). Aceasta ne permite sá 
putem vorbi despre curbe simple (deci care contin numai 
drumuri simple) si despre curbe inchise (deci care contin 
numai drumuri inchise). 

Dacá insá fiecárei curbe i se asociazá ín mod natural 
o componentá geométrica, nu trebuie sá ne scape faptul 
important cá aceasta componentá geometricá nu caracteri- 
zeazá curba, nu o individualizeazá. Intr-adevár, este po- 
sibil ca douá curbe distincte sá aibá acelasi grafic. Astfel, 
drumurile date de reprezentárile (4) nu sínt echivalente, 
deoarece primul este simplu, pe cind al doilea nu este 
simplu. Deci aceste douá drumuri defínese douá curbe 
distincte. Totusi, aceste curbe au acelasi grafic si anume 
segmentul de dreaptá care uneste originea axelor cu pune- 
tul de abscisa 1 si ordonatá 2 . In schimb, cele douá dru¬ 
muri definite de reprezentárile (3) sínt echivalente, dupa 
■cum se poate verifica luínd in rolul funefiei 9 , funefia 
<p(/) = t 2 . Deci aceste douá drumuri defínese una si aceeasi 
curba. 

Aceastá conceptie despre curba, privitá ca o clasá de 
drumuri echivalente, ne aminteste de un alt concept 
important al analizei matematice, acela de numár real. 
Notiunea de numár real se defineste de asemenea ca o clasá 
de echivalenfá, anume ca o clasá de siruri convergente 
de numere ratónale, echivalenfa a douá siruri revenind la 
faptul cá sirul diferenfá converge cátre zero. Ne amintim 
cá ín practica obisnuitá a analizei matematice numárul 
real este identificat cu un sir din clasa care-1 defineste, 
lucru permis datoritá faptului cá proprietátile unui numár 
real sínt implícate ín oricare dintre siruri le care-1 repre- 
zintá. Dar aceastá situare reclamá o deosebitá aten(ie, 
deoarece o nojiune sau operafie relativá la siruri conver¬ 
gente de numere raciónale nu poate deveni o nofiune 
sau operare relativá la numere reale decít dupá ce se 
demonstreazá invarian{a ei fa(á de relaja de echivalenfá 
a douá siruri convergente de numere rafionale. Astfel, 
ne amintim, pentru ca operaba de adunare a douá astfel 
de siruri sá poatá fi ridicatá la rangul de operare de adu- 
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nare a douá numere reale era necesar sá demonstrám, 
ín prealabil, cá rezultatul acestei opera(i¡ nu se schimbá 
atunci cínd unul dintre siruri este ínlocuit cu un altul, 
echivalent cu el. 

Precautii asemánátoare se impun si ín studiul curbelor. 
Putem identifica, pentru comoditate, o curbá cu unul 
oarecare dintre drumurile care o defínese, putem considera 
aceste nofiuni ca fiind indiscernabile, cu condi(ia de a nu 
uita, orideciteori se introduce o no(iune sau operafie 
relativa la drumuri, cá ele nu pot deveni apanajul curbelor 
corespunzátoare decít dacá se demonstreazá invarianfa 
lor fa(á de relaja de echivalen(á a douá drumuri. 

CE ESTE UN DRUM RECTIFICABIL ? 

Fie d un drum dat de (1). Fie A = (a = t 0 < t 1 < ... 
... < t¡ < ti +1 < ... < t„ = b) o diviziune a segmen- 
tului [a, b]. FieP/punctul de coordonat ef(t¡), g(t¡). Fie II A 
linia poligonalá formatá prin unirea, douá cite douá, 

ín ordinea scrisá, a punctelor P 0 , P lt P¡¡ . P¡, 

P i+1 . P„. n A este ínscrisá ín d, ín sensul cá vírfurile 

lui Ü A sínt sitúate pe graficul lui d. Fie /(II A ) lungimea 
lui ÍI A . Spunem cá d este rectificabi 1 ín sensul lui Jordán, 
dacá mul(imea numerelor {/(Ü A )} este márginitá atunci 
cínd A parcurge tóate diviziunile posibile ale lui [a, b ]. 
Cel mai mic numár K (se demonstreazá existen(a lui!), 
astfel íncit pentru orice A, /(IIa) <1 K, se nume^te lun¬ 
gimea drumului d. Notám aceastá lungime cu l\d). 

Definida datá comportá únele discufii. Mai íntíi, 
poate sá pará curios cá nu considerám totalitatea liniilor 
poligonale inscrise ín d, ci doar acele linii poligonale 
care sínt induse de diviziuni ale lui [a, b ]. Dacá insá nu 
am proceda asa, definiría pusá n-ar mai fi buná la nimic, 
pentru cá ar fi lipsitá de obiect. N-ar mai exista nici un 
drum rectificabil; fiecare drum ar avea o lungime infi¬ 
nita. Sá luám, de pildá, o circumferintá (fig. 5. III). Este 
vizibil cá putem ínscrie ín ea o linie poligonalá a cárei 
lungime sá íntreacá un numár dat, unind, douá cite douá, 
diverse puñete ale circumferin(ei de un numár suficient 
de mare de ori. 


6-439 
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Se pune in mod firesc urmátoarea íntrebare: definida 
elementará a lungimii cercului (considerat cu reprezen- 
tarea parametricá din (2)) coincide cu definida data mai 
sus, datoritá luí Jordán? Ráspunsul 
este afirmativ. Pentru a-1 ob(ine, 
vom da mai íntii un rezultat ge¬ 
neral. 

Fie A = (a = ¿ t < < ... < t¡< 

<t i+1 <... <í n = b) o diviziune a lui 
[a, b]. Numárul 

v(A) = max {(t ¡+1 — ti)} 

0«i«n—1 

Fíg. 5.III se numeste norma diviziunii A. 

Fiecárei diviziuni A a lui [a, b ] ti 
corespunde o linie poligonalá IIa, ínscrisá ind si avind 
drept vírfuri púnetele P¡(f(t¡)), g(t ¡)); (i =0, tí). Se 
poate aráta cá pentru un sir de diviziuni A„, pentru care 

lim v(A„) = 0 

rt-FOO 

avem: 

lim /(n A „) = l(d). 

n-* oo 

Pentru demonstrarea acestei afirmatii se foloseste ur¬ 
mátoarea observatie: Dacá orice punct de diviziune in 
A' este punct de diviziune in A", atunci /(IIa'X i(n A ^). 
Nu vom da aceastá demonstratie. 

Deoarece drumul cu care lucrám este simplu, se poate 
aráta cá dacá lim v(A„) = 0, atunci si lungimea celei mai 
mari laturi a liniei poligonale Üa„ tinde la zero si reciproc. 
De aici rezultá: lungimea, in sensul lui Jordán, a unui 
drum simplu, poate fi privitá ca limita lungimilor unor 
linii poligonale inscrise in drum, pentru care lungimea 
celei mai mari laturi tinde la zero. (Lucrám tot timpul 
numai cu linii poligonale induse de diviziuni ale lui [a, b ], 
prin intermediul reprezentárii (1).) 

Sá ne íntoarcem acum la lungimea cercului. Un poligon 
regulat II B cu n laturi, inscrise íntr-un cerc, corespunde 
unei anumite diviziuni A„ a intervalului [0, 2rc], divi¬ 
ziune formatá cu acele valori ale lui t cárora le cores- 
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pund, prin a doua reprezentare din (2), vírfurile poligo- 
nului II„. Atunci cind n -> oo, lungimea unei laturi a po- 
ligonuluiregulat inscrisn„, tindelazero, deci lim v(A„) = 0. 

n-+co 

De aici rezultá, conform propozitiei generale de mai sus, cá 
lungimea cercului = lim /(n„), 

n-+ oo 

lungimea fiind luatá ín sensul definitiei lui Jordán. Prin 
aceasta s-a demonstrat, implicit, cá cercul (considerat 
cu reprezentarea din (2)) este un drum rectificabil. 


UN CRITERIU OE RECTIFICAN LITATE 

Fie un drum d dat de reprezentarea (1). 

Este important sá se stabileascá ce proprietá^i trebuie 
sá aibá aceste func^ii pentru ca d sá fie rectificabil si, 
dacá este posibil, sá se exprime ínsá$i lungimea drumului 
cu ajutorul acestor functii- Solufia primei probleme o 
vom da imediat; soluta celei de-a doua va fi data ceva 
mai tírziu. 

Mai íntíi sá amintim o notiune din §11, capitolul II. 
O funcfie realá f(í), definitá pe [a, b], este cu variare már- 
ginitá pe [a, b], dacá exista un numár K, astfel íncít, 
oricare ar fi diviziunea A = (a — t g < t 1 < ... < t¡ < 
< t¡+ 1 < ... < t„ = b), avem: 

o(A) (5) 

í-0 

Pentru a íntelege sensul intuitiv al acestei notiuni, 
este suficient sá observám semnificatia expresiei lui 
o(A), data de (5). Numárul ü(A) ínsumeazá tóate modifi- 
cárile pe care le suferá funcfia pe parcursul de la a la b, 
dacá se face abstraeré de valorile pe care ea le ia ín 
interiorul intervalelor care alcátuiesc diviziunea A. 
Este ciar atunci cá pentru a avea o másurá cít mai buná 
a modificárilor pe care valorile funejiei le suferá íntre 
a si b este indicat sá indesim cít mai mult púnetele di- 
viziunii A. Cum numárul o(A) nu scade atunci cind adáu- 
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gám noi puñete diviziunii A, este natural sá se indrepte 
atentia asupra celui mai mic numár K cu proprietatea 
(5). (Se poate aráta cá un astfel de numár existá.) Acest 
numár va da cea mai buná másurá a modificárilor pe 
care functia f(x) le suferá pe segmentul [a, b]. Cel mai mic 
numár K cu proprietatea (5) se nume$te variaba totalá 

b 

a func|iei f(t) de la a la b si se noteazá V(J) (a se vedea 

a 

si §11 din capitolul II). 

O funche cu variare márginitá pe [a, b] este tot una cu 
o functie care se poate serie ca diferentá a douá functii 
monoton crescátoare pe [a, b], Intr-adevár, dacá notám 
cu cp(x) variafia totalá de la a la x a functiei f §i cu <4(x) 
diferen|a <p(x) — f(x), func^üle <f> §i 4* sint monoton cres¬ 
cátoare pe [a, b\. Orice functie f(t) cu derivatá márginitá 
pe [a, b] este cu variare márginitá pe [a, b]. In adevár, 
aplicfnd formula cresterilor finite, avem, pentru o di- 
viziune A arbitrará, 

v(A) =£' \nt i+1 )-ntd i =£' 

¿=o ¿=o 

(h < i.i < u + 1 ). 

Prin ipotezá, existá un numár M > 0, astfel ínctt 
| /'(/) | < M, pentru orice fe [a, b], deci 

E !/'(?.■) I &*i - t‘) <E i - ti) = M(b-a), 

¡=o í=0 


v(A )<M(b — a), 
pentru orice diviziune A a lui [a, b]. 

Iatá un exemplu simplu de functie care nu este cu varia- 
tie márginitá (fig. 6.1II): 


sin — , x 0 

/(*)={ * (- 1 < x < 1). 

0 , x = 0 

Pe segmentul [—1, 1] existá o infinítate de puñete 

x ín care f(x) = 0 (anume x„ = —-I §i o infinítate de 
l nn I 

. Lu- 


puncte x in care f(x) = ± 1 | anume x£ 


(2 n + 1)íc 
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índ un numár destul de mare de puñete x„ §i x'„, vom 
putea forma cu aceste puñete o diviziune A, pentru care 
w(A) sá fie oricít de mare dorim. 



Vom demonstra acum urmátoarea teorema a lui Jor¬ 
dán: necesar si suficient ca drumul d dat de (1) sá fie 
rectificabil, este ca functiile f §i g sá fie cu variafie már- 
ginitá pe [a, b\. 

Intr-adevár pentru o diviziune A a lui [a, b ] avem: 


EW)-/tt)l 
¿ = 0 

n— 1 


E ig(*¡+i)—g( ( ¡)i 

í=0 





< E I (f(*u i) - f&) 1 + 1 8(t*ú - S(t¡) I ). (6) 

1=0 
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deoarece se stie din algebra elementará cá dacá a x , a 2 , 
...,a n , b x , ¿> 2 , b„ sínt 2 n cantitáti nenegative, atunci 




¿=i /-i 


Suma de la mijloc reprezintá lungimea unei linii po- 
ligonale ínscrisá ín d, si anume a liniei poligonale care 
are drept vírfuri púnetele corespunzátoare prin (1) va- 
lorilor t¡ ale diviziunii A. Deci, dacá suma de la mijloc 
este, pentru orice A, inferioará unui K fix, atunci d 
este rectificabil. 

Sá presupunem acum cá / sig sint cu variajie márginitá. 
Suma din dreapta va fi, pentru orice A, inferioará unui 
numár K (independent de A), deci cu atít mai mult va 
avea aceastá proprietate suma de la mijloc. Dar aceasta 
ínseamná, dupá cum am vázut, toemai rectificabilitatea 
lui d. 

Reciproc, dacá d este rectificabil, atunci suma de la mij¬ 
loc este, pentru orice A, inferioará unui K independent 
de A. Cu atít mai mult vor fi inferioare lui K cele douá 
sume din stínga. Aceasta ínseamná cá f si g sínt cu varia¬ 
re márginitá pe [a, b]. 

Functiile care defínese ín (2) reprezentarea parametricá 
a cercului, a elipsei sau a unui segment de dreaptá sínt 
cu variatie márginitá, deoarece au derivatá márginitá. 
Deci segmentul de dreaptá, cercul, elipsa date de (2) 
sínt curbe rectificabile. Acum este usor sá construim 
si un exemplu de drum simplu nerectificabil. Fie, ín 
adevár, funejia 

I t sin — t =j= 0, 

* 

0 , t =0. 

Aceastá funejie este continuá pe [0, 1], dar nu este cu va¬ 
riare márginitá pe [0, 1], cum se poate vedea usor. 
Deci drumul definit de x — f(f), y = t (0 <; t C 1) este 
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un drum simplu, nerectificabil (absenta punctelor múl¬ 
tiple este evidentá). 

Sá dám §i un exemplu de douá drumuri cu acelasi 
grafio, unul rectificabil, iar celálalt nerectificabil. Fie 
d x si d 2 drumurile date de 


d x : 


x x = í, 

y = t. 


X =f(í), 

y = /(O. 


(o < / < i), 


unde / este o functie continua care nu este cu o variare 
márginitá pe [ 0 , 1 ], iar f( 0 ) = 0 , /( 1 ) =1 si 0 ■</(*) 1 

pentru 0</<l. Attt d x cit si d 2 au ca grafic segmentul 
de dreaptá care úñente originea axelor cu punctul ( 1 , 1 ); 
dj este simplu si rectificabil, deoarece cp(t) = t este cu va¬ 
riare márginitá ; d 2 nu este rectificabil, deoarece f(t) 
nu este cu variare márginitá. 

Un exemplu de douá drumuri cu acelasi grafic, amín- 
douá rectificabile, dar avínd lungimi diferite, poate fi 
gásit ín tratatul Analiza matemática al acad. Mirón 
Nicolescu (Editura Academiei, vol. II, 1953, pp. 67—68). 


NOTIUNEA DE CURBÁ RECTIFICABILÁ 

Pentru a introduce aceastá notiune, trebuie mai íntíi 
sá ne convingem cá notiunea de drum rectificabil este 
invariantá prin relaja de echivalentá a douá drumuri. 
Fie un drum d dat de (1) si un drum d x dat de reprezentarea 
x = fi( t), y =gj( t), unde f x si g x sínt continué pe [a, p]. 
Sá presupunem cá drumurile d si d x sínt echivalente si 
cá drumul d este rectificabil, si sá arátám cá drumul d x 
este de asemenea rectificabil. Existá deci o functie 9 , 
continuá si strict crescátoare pe [a, b], cu valori ín [a, p], 
astfel íncít 9 (a) = a, 9 (b) = p si d(f) — d x ((p(t)) pentru 
orice t din [a, b). Fiind datá o diviziune A = (a = t 0 < 
< t x < ... < t¡ < t i+1 < ... <t„=b ) a intervalului 
[a, b], ei íi corespunde, prin aplicaba 9 , o diviziune 
Aj = (a = t 0 < tj < ... < x¡ < t , +1 < ... < t„ = p) a 
intervalului [a, p] si reciproc, diviziunii A x íi corespunde 
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prin inversa functiei <p, diviziunea A. (Aici, x¡ = 
pentru O <; i n.) Avem: 


/aW =Eí[«y - m i 2 + = 

i = 0 

=év¡fi(v(t¡ + i))—fi(<p(ti))]* +igi(?(^i)) = 

1=0 

=£ lfe + i) -/i^)] 2 + [í,(g - = vrfx), 

¿ = 0 

deci 


Z(d) = sup ¿A(d) = sup / A (di) = ¡(di) 

A Ai 1 

si cele douá drumuri au aceeasi lungime. Drumul d fiind 
ínsá rectificabil, Z(d) este finita , deci /(d x ) este finita, 
iar drumul d x este rectificabil. 

Am demonstrat astfel chiar mai mult decit ne-am 
propus. Am arátat cá nu numai proprietatea de recti- 
ficabilitate, dar si lungimea unui drum este invariantá 
prin relatia de echivalentá a douá drumuri. Aceastá si¬ 
tuare legitimeazá pe deplin urmátoarele douá definitii: 

Numim curbá rectificabilá o clasá de drumuri recti- 
ficabile echivalente. 

Lungimea unei curbe este, prin definitie, lungimea 
comuna a drumurilor care defínese curba conside- 
ratá. 

Rezultá, tn baza criteriului de rectificabilitate al lui 
Jordán, cá dacá un drum este definit de funefii cu varia- 
tie márginitá, atunci orice drum echivalent cu el este de¬ 
finit tot de functii cu variare márginitá. 

Cele stabilite ne permit sá studiem o curbá rectificabilá 
prin intermediul unuia singur dintre drumurile care o 
reprezintá. Asadar, vom folosi uneori termenul de curbá 
chiar dacá, ín mod efectiv, lucrám doar cu unul dintre 
drumurile care ii apartine. 
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CRITICA ADUSÁ DE LEBESGUE 
TEORIEI CLASICE A LUNGIMII 

A sosit momentul sá expunem critica fácutá deLebesgue 
teoriei clasice a lungimii unei curbe. 

Confuzia cea mai gravé pe care teoría clasica o strecoará 
in capul cititorului (chiar dacá aceasta nu se face in mod 
explicit) este ideea cá lungimea ar fi o funche continua 
de curbá. lata cum se ajunge aici la notiunea de conti- 
nuitate: 

Maurice Fréchet ascciazá fiecárei perecbi C, T de curbe 
un numár nenegativ (C, T) pe care-1 numeste ecartul 
acelor douá curbe. Acest numár este astfel, incit (C, T) = 
= 0 dacá si numai dacá C si T coincid, (C, F) = (r, C) 
si, fiind date trei curbe C 1$ C 2 si C 3 , avem (C 1 , C 2 ) ^ 
<; (C,, C 3 ) + (C 2 , C 3 ). Iatá cum se poate definí un astfel 
de numár. 

Fie x =f(f), y =g(0 si x = <£(/), y = ¥(0, (0< ¿<1) 
niste reprezentári parametrice aíe curbelor C si T. (/, 
g, 4> si ¥ stnt continué pe [0, 1]). Sá punem 

s(o = Ym - ®(oi 2 + m — ^(0] 2 ; 

8(0 este o func(ie continué pe [ 0 , 1 ], deci admite un maxim 
absolutdpe [0, 1]. Acest d depinde de reprezentárile para¬ 
metrice álese pentru C si T. Fie w cel mai mic numár 
(se aratá existen(a lui) din multimea de numere d, ob- 
(inute pentru tóate reprezentárile parametrice posibíle 
ale lui C si F. Acest numár w satisface proprietátile din 
defini(ia ecartului si este numit ecartul curbelor C si 
T. Dupa cum se vede, ecartul este pentru douá curbe 
ceea ce este definitia obisnuitá pentru douá puñete. 

Acum dispunem si de un nou mod de a aprecia depárta- 
rea a douá curbe. 

Spunem cá sirul de curbe {r„} tinde cátre curba T 
dacá distan(a íntre T si T„ este inferioará lui s„ > 0 , 
iar sirul {s„} tinde la zero. 

Astfel, putem spune cá un sir de curbe {C„} tinde cátre 

curba C, dacá ecartul (C, C„) tinde la zero o datá cu—. 

n 

O condi(ie necesará si suficientá ca aceasta sá se intimple 
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este ca pentru orice reprezentare parametricá x = f(t), 
y = g{í), (0 < ¿ < 1) a lui C sá se poatá alege o reprezen¬ 
tare parametricá a lui C„, fie ea x y = g n (t), 

(0 < t < 1), astfel íncít f„ sá tindá uniform catre /, iar 
g n sá tindá uniform cátre g pe [ 0 , 1 ], adicá fiecárui e > 0 
sá-i corespundá un N cu proprietatea cá | f„(f) — f(í) | < 
< e, | g„( 0 —g(/)| < s, de índatá ce n > N si oricare 
ar fi te[ 0 , 1 ]. 

O functie realá <p(r) de curba T 1 va fi, prin definifie, 
continuá dacá pentru orice sir {r„} de curbe, care tinde 
cátre T, avem: 

íim cp(r„) = cp(r). 

rt-+00 

Dacá un sir de linii poligonale tinde cátre un cerc 
ín sensul definifiei date !n paragraful 6 , atunci acest sir 
tinde cátre cerc si in sensul definifiei date aici. Deci, 
poligoanele regúlate folosite ín definida lungimii cer- 
cului formeazá un sir care tinde cátre cerc, atít ín sensul 
definifiei date ín paragraful 6 , cit si ín sensul celei date 
aici. 

Teoría obisnuitá a lungimii cercului se bazeazá, ín mod 
tacit, pe urmátorul deziderat, de fapt irealizabil: dacá 
un sir de linii poligonale tinde cátre circumferintá, atunci 
lungimea circumferintei este ínsási limita lungimilor 
liniilor poligonale. Apropierea liniilor poligonale decircum- 
ferinfá este concretizatá ín sirul de poligoane regúlate 
ínscrise, pentru care numárui laturilor tinde la infinit. 

Afirmafia cá dezideratul de mai sus este irealizabil 
poate fi justificatá. Aici, ne vom mulfumi sá constatám 
cá fig. 7.III este elocventá ín aceastá privintá. Pentru 
douá numere pozitive date e si K se pune in evidentá 
posibilitatea ca linie poligonalá sá fie, fafá de circum¬ 
ferintá, la distantá inferioará lui e si de lungime su- 
perioará lui K- 

S-ar putea obiecta cá nu a fost aleasá judicios definicia 
distantei; dar aceastá definiré nu poate fi pusá ín mod 
arbitrar. O distantá, oricum ar fi definitá, trebuie sá sa- 


1 O functie realá de curba r este o Iege care asociazá fiecárei curbe r 
un numár real unic determinat q>(F). 
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tisfacá anumite cerinte intuitive. In particular, ar fi 
inadmisibil ca o linie conminuta íntr-un mandón(coroaná 
circulará) de látime e, care ímbracá circumferinta, sá 
nu fie consideratá la dis- 
tan{á inferioará lui sfatá 
de circumferinta. 

Oricíte reprosuri am 
adus sau am mai aduce 
teoriei Clasice a lungimii 
cercului, cititorul nu va 
putea fi clintit din con- 
vingerea sa cá totusi de- 
finifia lungimii circum- 
ferintei cu ajutorul poli- 
goanelor regúlate ínscrise 
conduce la un rezultat 
corect, adicá la acelasi 
numár la care ar conduce 
cine stie ce teorie sa- 
vantá, teorie lipsitá de defectele enumérate aici. 

Aceastá convingere a cititorului corespunde realitáfii, 
dar ea nu face decit sá máreascá gravitatea greselilor 
comise. Dacá un rafionament gre§it conduce la un rezul¬ 
tat absurd, ínsási absurditatea rezultatului atrage aten- 
tia asupra greselii si face imposibilá repetarea e¡. Dacá 
ínsá rezultatul este corect, greseala poate sá treacá ne- 
observatá, sá se repete apoi ín alte probleme si sá conta- 
mineze capitole íntregi. 

Exact asa s-a íntimplat multá vreme cu greselile co¬ 
mise ín definirea lungimii cercului. Aceste greseli au tre- 
cut neobservate si matematicienii le-au repetat ín defi¬ 
nida ariei unei suprafefe. Cít de stupefiatá a rámas lumea 
matematicá atunci cínd H. A. Schwarz a pus ín evidentá, 
printr-un exemplu devenit celebru, cá nici mácar pentru 
o suprafatá cilindricá circulará vechea defini^ie a ariei, 
transpunere fidelá a definitiei lungimii cercului, nu este 
satisfácátoare, putínd conduce la rezultatul absurd cá 
un cilindru circular de razá si ínálfime finite poate avea 
o arie infinitá! 
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Cel mai siraplu exemplu care aratá cá lungimea' 
unei curbe nu este o funche continua de curbá este urmá- 
torul: 

Fie triunghiul echilateral ABC de laturá 1 (fig. 7.III). 
Fie D, E si F mijloacele laturilor AB, BC si AC. Fie 
apoi G, H, I, J, K, L mijloacele segmentelor BD, BE, 
DE, EF, CE si CF s.a.m.d. Linia poligonalá BAC se 
Vo 

aflá la distantá <i^-de BC; linia poligonalá BDEFC se 
aflá la distantá<l|¿ de BC; linia poligonalá BGHIEJKLC 

1/q 

se aflá la distantá de BC; a n -a linie po¬ 

ligonalá objinutá prin procedeul arátat va fi situatá 
V3 

la distantá <1 — de BC. Se obtine astfel un sir de linii 

poligonale care tinde cátre segmentul BC. Printr-un 
rationament simplu se constatá cá fiecare linie poligonalá 
din sir are lungimea constant egalá cu 2. Ar ínsemna 
deci, dacá lungimea ar fi o functie continuá de curbá, 
cá lungimea segmentului BC sá fie 2 — lucru absurd. 

Prin acelasi „rationament“ s-ar putea ajunge si la alte 
absurditáti, de pildá, egalitatea dintre lungimea unei 
semicircumferinte si a diametrului ei. Cu tóate acestea, 
din pácate, astfel de procedee sínt utilízate curent ín 
geometrie cínd se defínese lungimea cercului, aria cilin- 
drului, a conului, a sferei. 

Pentru a gási calea justá, trebuie sá ne intoarcem la 
originea fizicá, intuitiva, a notiunilor pe care le studiem. 

Cum procedeazá un másurátor de terenuri cind are de 
másurat lungimea unui drum? El urmáreste linia medianá 
sau axa drumului. Dar aceastá linie nu poate fi determi- 
natá cu precizie; ar fi, deci, gre$it sá pretindem cá linia 
poligonalá, pe care el o másoará in realitate, este fnscrisá 
ín curba— linie medianá a drumului. Din nou ajungem 
la constatarea cá nu trebuie sá bazám definida lungimii 
unei curbe pe linii poligonale inscrise. Aceasta cu atít 
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mai mult, cu cít o másurátoare, oricit de buná ar fi, nu 
poate distinge un punct din púnetele sitúate la o anumitá 
apropiere de el. Deci, niciodatá n-am fi in stare sá preci- 
zám dacá douá másurátori distincte s-au referit sau nu la 
aceea§i linie poligonalá ínscrisá. 

Se creeazá astfel impresia cá nu exista nici-o posibilí¬ 
tate de ie§ire din incurcáturá. Attt considerarea liniilor 
poligonale ínscrise, cít si a celor apropíate de curbá apar 
vicíate. 

Totu$i, calea justa trebuie cáutatá in considerarea 
liniilor poligonale apropíate, vecine de curbá. Unele 
•dintre aceste linii poligonale ne-au pus in incurcáturá, 
deoarece pot avea lungime oricit de mare. Sá facem atunci 
o selecjie in familia sirurilor de linii poligonale care tind 
cátre curbá. Exemplul cu triunghiul echilateral, de mai 
sus, ne sugereazá cá ín aproximarea unei curbe printr-o 
linie poligonalá trebuie sá evitám drumurile inútil com¬ 
plícate. Aceasta este, de altfel, in conformitate cu tehnica 
experimentalá. Un másurátor de drumuri care pentru a 
másura lungimea unui drum ar pune originea lanjului 
sáu pe marginea dreaptá a drumului, iar extremitatea 
lanfului pe marginea stingá, apoi originea pe marginea 
stingá, iar extremitatea pe marginea dreaptá s.a.m.d. 
(fig. 8.III), un astfel de másurátor, spune Lebesgue, „n-ar 
lucra dupá regulile artei sale". 

Or, toemai astfel de „drumuri inútil complícate" repre- 
zintá liniile poligonale cu care am incercat, mai sus 
(fig. 7.III), sá aproximám segmentul BC. De aici, esecul 
íncercárii. 

Problema este acum: care este instrumentul matematic 
cu ajutorul cáruia putem impiedica sirurile de linii poli¬ 
gonale, inútil complícate, de a-si exercita influenja lor 
nefasta asupra definijiei lungimii unei curbe? Pentru a 
gási ráspunsul la aceastá intrebare, vom face o observare 
simplá, care este foarte bine ilustratá ín fig. 2.111: 
dacá un numár X a fost objinut ca limitá a unui §ir de 
lungimi de linii poligonale tinzind cátre o curbá T, atunci 
orice numár superior lui X poate fi objinut de asemenea 
ca o astfel de limitá. Aceasta inseamná cá tota- 
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litatea numerelor care pot fi obtinute ín acest fel se 
reprezintá geometric printr-o semidreaptá nemárginitá 
la dreapta. Cu cít un numár real X este situat mai la stínga, 
pe aceastá semidreaptá, cu attt sint mai scurte liniile 
poligonale care tind catre curbá si ale cáror lungimi tind 
catre X. Dacá notám cu L extremitatea din stínga a semi- 
dreptei (evident, L este un numár pozitiv), rezultá cá L 
este limita lungimilor celor mai scurte linii poligonale 
posibile, care tind cátre curbá. Este natural ca L sá fie 
decretat lungimea curbei T. Prin definifie deci, lungimea 
unei curbe este cea mai micá valoare (se aratá existenfa 
ei!) care se poate ob|ine ca limitá a unui sir de linii po¬ 
ligonale tinzínd cátre curbá. 

Se poate intimpla ca aceastá „cea mai micá valoare“ 
sá fie -r °o. In acest caz, curba nu are lungime finitá. 
In cazul contrar, curba se numeste rectificabilá. 

Aceastá no(iune derectificabilitate, datoritá luiLebesgue, 
este echivalentá cu nofiunea de rectificabilitate ín sensul 
lui Jordán, ínsá íi este superioará ca metodá acesteia din 
urmá, fiind mai apropiatá de sensul intuitiv al no(iunii 
de lungime si putínd fi usor transferatá la aria suprafeíei. 
Nu vom face aici aceastá demonstrare. Vom remarca 
doar cá jumátate din aceastá echivalen(á este evidentá. 
In adevár, lungimea ín sensul lui Lebesgue este vi- 
zibil mai micá sau egalá cu lungimea in sensul lui 
Jordán. 


CONVERGENTE lN DISTANTE $1 
CONVERGENTE lN DIRECTIE 

Vom ajunge la ínfelegerea acestei ímprejurári fericite — 
echivalenta celor douá defin'tii ale lungimii — $i pe o 
altá cale. Ne vom íntoarce mult in urmá. Teoría lui Jordán 
a apárut la sfirfitul secolului trecut. Nu trebuie ínsá sá ne 
inchipuim cá píná la Jordán matematicienii n-au fosl ín 
stare sá dea o definiré notiunii de lungime a unei curbe. 
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Pina la Jordán se lucra cu definida urmátoare: lungimea 
unei curbe, date de 

x =/(0. y =g(0. (a<t¿Cb), 

este 

\ b a Vn(t) +g ,2 mt- ( 7 ) 


Lebesgue observa cá abia cu introducerea acestei deíinitii 
analitice a lungimii unei curbe, impreuná cu definida 
corespunzátoare pentru aria unei suprafete, s-a desávirsit 
acea opera care este, de obicei, pusá in intregime pe seama 
lui Descartes, opera de reducere a geometriei la algebra 
(algebra intr-un sens larg, vechi, al cuvtntului, cuprinzínd 
deci si analiza). 

Definida (7) pentru lungimea unei curbe, datoritá lui 
Cauchy, definifie analítica, se refera la o clasá restrínsá 
de curbe. Dacá (inem seamá cá pe vremea lui Cauchy 
singurele íunctii integrabile erau cele continué (eventual 
cu un numár finit de puñete de discontinuitate), rezultá 
cá, dupa aceastá definifie, numai curbele pentru care 
funcfiile / si g au derivatá continua sint inzestrate cu o 
lungime. Astfel de func(ii / si g se numesc netede, iar 
despre curba corespunzátoare putem spune cá este o curbá 
netedá. 

Sá facem cíteva observa^i — care ne vor fi utile — pe 
marginea definifiei lui Cauchy. 

Fiind datá o curbá netedá, parametrii directori ai tan- 
gentei la curbá sint f'{t) si g'(t). Din expresia (7) se observá 
cá lungimea unei curbe netede este o func(ie continuá 
de /'(/) fi g'(t). lata ce in(elegem prin aceasta: dacá ne 
dám un e > 0, atunci existá v¡(e) > 0, astfel incit pentru 
orice curbá netedá x = <?(t), y = 4* (0> pentru care 


\f(t) - <p'(OI < 1(«), líf'W - +'(0 I < ^(e), 
(a < t < b), 

avem 


\ b jrv) + g' 2 mt - j + v 2 wt 


< e. 


(8) 

(9) 
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In adevár, din ine galitatea ]fa 2 3 + b 2 — ]fc 2 + d 2 C 
< }> (a — c) 2 + ( b — d) 2 rezultá: 

| (YrW+IW) - iV 2 (o + v*{t)) d 1 1< 

<| S'íím- 9 ’m + fe'w-<j/'(0 ]*& ■ 


Deci, de índatá ce inegalitátile (8) au loe pentru r¡ (e) = 
= 1/ _!_» se realizeazá inegalitatea (9). Aceasta ín- 

\ 2(6 — a) 

seamná cá lungimea unei curbe cu tangentá este o funche 
continua de direefia tangentei la curbá. Lungimea unei 
curbe cu tangentá incearcá o modificare oricít de mica 
dorim, cu conditia ca tangenta la curbá sá nu-si modifice 
prea mult directia. 

Sá revenim acum la exemplul ilustrat tn fig 7.III. 
In acest exemplu nu este índeplinitá conditia de maisus. 
In adevár, fie un punct M situat pe segmentul BC, astfel 
íncit perpendiculara ridicatá in Ai pe BC sá intilneascá 



A 

Fig. 9, III. 


orice linie poligonalá 
din sir íntr-un punct 
ín care aceasta admite 
tangentá única. Deoa- 
rece insá tangenta la 
o astfel de linie poli¬ 
gonalá are mereu in- 

clinarea — sau — ra- 
3 3 

diani, cum, pe de altá 
parte, tangenta la BC 
areínorice punct incli- 


narea zero, rezulta cá liniile poligonaleconstruite nu tind in 
directie, ci doar in pozi{ie, catre segmentul de dreaptá BC 1 . 


1 A trebuit sá luám o anumitá precaupe in alegerea lui M, deoarece 
liniile poligonale nu sint curbe netede. Ele se descompun intr-un nu- 
már finit de curbe netede. Insá precaupa poate fi inláturatá dacá 
lárgim pufin semnificafia cuvintelor „tinde in directie" fi observára 
cá pentru un punct aparfinind unei linii poligonale din sir, laturile 
(sau latura) liniei poligonale care contin acel punct au, in raod con- 

stant, inclinárile — sau — radiani. 

3 3 
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Fie acum T o curbá netedá. Fie P o linie poligonalá 
ínscrisá ín I\ O laturá AB a lui P face cu tangentele la T, 
ín púnetele arcului AB al lui r, un unghi inferior celui 
mai mare unghi pe care-1 fac íntre ele tangentele la T 
ín púnetele arcului AB (este suficient, pentru a ne da 
seama de aceasta, sá facem uz de interpretaba geométrica 
a teoremei cresterilor finite; a se vedea fig. 9.III). 

De aici rezultá cá un sir P n de linii poligonale ínscrise 
ín curba T, astfel íncít lungimea celei mai mari laturi 
a lui P n are ca limita pe zero, cínd n oo, tinde catre T 
nu numai ín pozitie (adicá ín sensul distanfei introduse 
mai sus) ci si ín direefie. Aceasta ínseamná cá ín corespon- 
denfa care se stabileste íntre T si P„ nu numai cá distanta 
íntre douá puñete corespondente A Gl\ A„ G P„ este infe- 
rioará unui s„ > 0 (lim t„ = 0), dar coeficientul unghiular 

n-Foo 

al laturii lui P„ (sau al fiecáreia dintre laturile lui P„), 
care confine pe A„, diferá si el de coeficientul unghiular al 
tangentei la T ín punctul A printr-o cantitate inferioará 
unui r¡„, care tinde la zero cínd n ->ooi. 

ín cazul circumferinfei de pildá, luínd ín rolul lui P„ 
sirul obfinut de poligoane regúlate, punctul A„ va fi 
situat la interseefia razei corespunzátoare punctului A 
de pe circumferinfá cu linia poligonalá P n . 

In general: dacá un sir de linii poligonale ínscrise 
íntr-o curbá cu tangentá tinde ín pozifie catre aceasta 
curbá, atunci el tinde si ín direefie cátre aceeasi curbá. 
Aceasta explica succesul teoriei lui Jordán si, ín particular, 
corectitudinea rezultatului ín teoría elementará a lungimii 
cercului, teorie care, dupá cum am vázut, abunda in 
confuzii si inadverten(e. 

Sirurile de linii poligonale care tind cátre o curbá, 
atít in pozi(ie, cít si ín direefie, realizeazá, implicit, 
dezideratul (formulat de Lebesgue) asupra evitárii drumu- 
rilor inútil complícate. Aceasta situafie oglindeste faptul 
experimental constatat in orice másurátoare: linia poli- 


1 Este de la sine infeles cá pentru ca tóate aceste consideraba sá 
aibá sens $i sá nu comporte complicafii, vom exelude, cel pupo ín 
aceasta discufie, curbele r care admit puñete singuiare (in care f' ( i ) => 
= g' (t) = 0). Considera(iile pe care le-am fácut se refera la curbe cu 
tangentá determinatá. 
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gonalá care ínlocuie^te curba, pentru cel care o másoará, 
respecta, pe cít permite vederea omeneascá, directa 
tangentei la curbá. 

De ce atunci nu se defineste lungimea unei curbe cu 
ajutorul liniilor poligonale ce o aproximeazá atít in po- 
zitie, cít si ín directie? Pentru curbe cu tangentá, acest 
mod de definiré este nu numai corect, dar si cel mai indicat. 
Trebuie numai sá demonstrám cá orice $ir de linii poligonale 
care tinde catre curbá, atít ín pozitie, cít si ín directie, 
furnizeazá aceeasi limitá pentru lungime. Aceasta se 
poate face fárá mari complicatii. Pentru curbe arbitrare 
ínsá, aceasta definifie nu are sens. O curbá arbitrará, 
chiar simplá, poate sá nu aibá tangentá ín nici un punct. 
(Se stie, de pildá, cá exista functii continué care nu sínt 
derivabile ín nici un punct; graficul unei astfel de functii 
este, deci, complet lipsit de tangentá). 

Din cele vázute pina acum rezultá cá, ín general, fiind 
dat un sir de curbe {F„} care tinde cátre o curbá T, sirul 
{/(r„)} nu tinde cátre l(T). Este lesne de inteles cá$irurile 
{r„} de curbe rectificabile pentru care /(r„) -> Z(r), cínd 
n oo, T fiind curba limitá, prezintá un deosebit interes. 
Aceste siruri au condus la o notiune nouá de convergentá, 
numitá convergentá ín lungime. Fie {/„} un sir de functii 
continué si cu variatie márginitá pe [a, b], uniform con- 
vergent pe [a, b}. $irul de curbe rectificabile 

(a<z<b) 

l y =fn(t), 

tinde cátre curba T, data de x = t, y = f(t), f fiind limi¬ 
ta sirului Sá presupunem cá f este cu variatie márginitá 
pe [a, 5 ], 

Spunem cá sirul de functii {/„} converge ín lungime 
cátre funcjia f pe segmentul [a, 6], dacá Z[P„] tinde cátre 
/(r), atunci cínd n—> oo. Se poate aráta cá o conditie sufi¬ 
ciente ca{/„} sá conveargáín lungime cátre/este ca variaba 
totalá a functiei f n — /pe [a, b ] sá tindá la zero, cínd n^> oo. 

Mai general, fiind date reprezentárile parametrice 


Rn- 


\X =fn(t ), 

l y =gn(t). 


(a < t < b), (n = 0,1, 2,...), 
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astfel íncít sirul f lt / 2 , / 3 , ... tinde uniform pe [a, b ] catre 
fo, §¡rul g 1 ,'g 2 ,g 3 , ■ tinde uniform pe [a, b] catre g 0 , 
iar f„ si g„ sínt funcfii continué §i cu variare márginitá 

pe [a, b ] pentru n = 0 , 1 , 2. observan! cá §irul de curbe 

{r„} definite de {R„} tinde catre curba r o definitá de 
R 0 . Vom spune despre acest sir de reprezentári parametrice 
cá converge ín lungime pe [a, b], dacá lim /(r„) = /(r 0 ). 

n-> oo 

Se poate aráta cá dacá ?irul R„ converge ín lungime 
cátre R 0 , atunci $irul f„ converge ín variare catre f 0 , 
iar $irul g„ converge ín variare cátre g 0 , pe [a, b], ínte- 
legind prin aceasta cá 

lim V (/„) = V (fo), lim V (g n ) = V (g 0 ). 

n~*oo a a n-*ao a a 


REPREZENTAREA INTEGRALA A LUNGIMII UNEI CURBE 

Definifia datá de Cauchy lungimii unei curbe cu tan- 
gentá variind continuu meritá, cu tot domeniul ei restríns 
de valabilitate, sá mai facá obiectul atentiei noastre. 
Pentru a-i ínfelege mai bine semnificatia, sá arátám mai 
íntíi cá definida lui Jordán conduce — pentru curbe 
netede — la expresia intégrala a lui Cauchy. Fie deci 
curba T, datá de (1), cu f(t) si g'(t) continué pe [a, b]. 

Fie n o linie poligonalá ínscrisá ín T, indusá de o divi- 
ziune 


A = (a = í 0 < ... < t¡ < t ¡+1 <...<*„= b). 
Lungimea lui ir este datá de 

/(f> = £ + fe(* ¡+1 ) -g(f,)i 2 

i = 0 

sau inca, ín virtutea teoremei cresterilor finite, 



Este usor de verificat cá 

i ff'^d + g ,2 (r¡i) - ]fr 2 (t¡) +g'\u) i < i ma - m i + 
+ \g'(rtd— 8'(t¡) I. 
deci 

í(n) - E (^i - 1¡) Vr 2 (td + g ,2 (/i) < 

,_0 ( 10 ) 

n—1 n— 1 

<E (Aíi- «í)(0+i — ¿0 + E (Mí — m í)(t¡+ — ti), 

i- 0 Í=0 

unde Aíj, m ; , m- sínt marginile functiilor /' si g' pe 

U;>_ AhI- 

In virtutea continuitáfii uniforme a derivatelor /' §i g' 
pe [a, ¿>], membrul din dreapta este inferior unui s >0 
dat, cu condifia ca norma diviziunii A sá fie suficient 
de mica. Deci membrul din stínga din (lO)tinde la zero 
pentru orice sir de diviziuni A„ de normá tinzind la zero. 
De aici rezultá 

/(E) =\ b Jnt) +g'\t)áí. (11) 

Am desfásurat, in mod intenfionat, tóate detaliile de- 
monstratiei. O privire superficialá asupra acestei demonstra¬ 
ba lasa impresia cá intervenga continuitátii derivatelor 
■este esentialá. O analiza atenta pune insá in evidenfá 
un fapt care reabiliteazá aproape in intregime definitia 
lui Cauchy: expresia intégrala a lungimii este valabilá 
pentru o clasá mult mai larga de curbe rectificabile decit 
clasa curbelor netede, cu conditia sá lucrám cu o no|iune 
mai generalá de integrabilitate. 

Iatá acum etapele prin care a ajuns stiinta la acest 
rezultat. Mai íntíi, Riemann a generalizat no(iunea de 
integrabilitate, efectuínd urmátoarea constructie: fie pen¬ 
tru orice diviziune A = (a = t 0 < ... < t¡ < t ¡ +1 < ... < 
< t„ = b) si pentru /, definitá pe [a, í>], expresia 

a(A) = E m (^+1 - ti), (ti < í, < t ¡+ 1 ). 

/=o 
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Fie v(A) norma lui A. Dacá exista un numár /, astfel 
incit pentru orice e > 0 se poate determina un y¡ > 0, 
cu proprietatea cá de indatá ce v(A) < y¡, avem 

l°(A) — /| < e, 


oricare ar fi alegerea valorilor í¡ ín í I+1 ], atunci / 
este integrabilá ín sens Riemann pe [a, b ], intégrala lui 
f pe [a, b ] fiind /. Darboux a construit aceeasi inté¬ 
grala pe o altá cale, si anume: fie o funche / márginitá 
pe [a, b ]. Fie m¡, M¡ marginile lui / pe [ t ¡, t ¡+ x ]. Fie 


n—i 

s(A) = 12 ■ 


1 = 0 


ti), S(A) 


n—\ 

-J2 Mi(t i+1 — t¡), 


avem 


s(A) < S(A). 

Se poate aráta cá o condifie necesará si suficientá ca / 
sá fie integrabilá Riemann pe [a, b ] este ca, pentru fiecare 
e > 0 , sá se poatá determina o diviziune A a lui [a, b], 
astfel íncft S(A) — s(A) < s. De aici rezultá, finínd 
seama cá in membrul al doilea din (10) se aflá tocmai 
diferenta S—s, referitoare íntíi la /', apoi lag', cá relafia 
(11) este valabilá ori de cite ori derívatele /' si g' sínt 
integrabile Riemann. Aceastá formulare poate sá pará 
curioasá acelor cititori care nu sínt obisnui(i sá lucreze 
cu functii integrabile, áltele decít cele continué. Pentru 
functiile continué, nu distingem íntre existen(a primitivei si 
existen(a integralei. O functie continué este ín acelasi 
timp integrabilá si derivatá. Exista ínsá derívate márgi- 
nite care nu sínt integrabile Riemann. Matematicianul 
román D. Pompeiu a definií o íntreagá clasá de functii 
acáror derivatá este márginitá, dar neintegrabilá Riemann. 
Asadar, expresia „derivatá integrabilá Riemann" nu este 
un pleonasm. Nu mai insistám aici asupra acestor lucruri, 
deoarece intégrala Riemann este reluatá si discutatá 
amánuntit ín capitolul IV. 
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NECESITATEA DE A SE INTRODUCE O NOUÁ N.OTIUNE 
DE INTEGRALA : INTEGRALA LUI LEBESGUE 

Dar lucrurile nu s-au oprit aici. Lebesgue a avut ¡deea 
de a controla dacá nu cumva derivabilitatea functiilor 
/ sig nu rezultá din ínsási structura unei curbe rectificabile. 
Lebesgue a demonstrat cá dacá f si g sínt functiile care 
dau reprezentarea parametricá a unei curbe rectificabile, 
atunci f si g sínt derivabile ín fiecare punct, exceptínd 
eventual o muidme de másurá nula de puñete. (O muidme 
de puñete de pe dreaptá este de másurá nulá dacá pentru 
fiecare s > 0 se poate gási o familie cel mult numárabilá 
de intervale de lungime totalá mai mica decít s, si astfel 
fncít orice punct al multimii sá fie continut intr-un inter¬ 
val al familiei.) Tot Lebesgue a introdus o nojiune nouá 
de integrabi 1 itate, care-i poartá numele, si care permite 
integrarea oricárei derívate dintr-o funche care intrá in 
reprezentarea parametricá a unei curbe rectificabile. 
Aceastá notiune de integrabilitate nici nu cere functiei 
care se integreazá pe [a, b] sá fie definitá pe tot [a, b\\ 
ea poate sá nu fie definitá pe o multime de másurá nulá 
de puñete (asa cum se intímplá de fapt, ín general, cu 
derívatele functiilor / si g de mai sus). 

Nu putem da aici definida constructivá a integralei 
lui Lebesgue (ea va fi prezentatá ín capitolul IV). Vom da 
ínsá o definitie descriptiva a acestei intégrale, definiré 
echivalentá cu cea constructivá. Dar mai íntíi, o definitie 
pregátitoare. 

O functie 9 definitá pe [a, b ] este absolut continuá pe 
[a, b], dacá fiecárui e > 0 íi corespunde un y¡ > 0, astfel 
íncít dacá (a lt 6 X ), (a 2 , b 2 ) ... ( a„, b„) formeazá un sistem 

n 

finit de intervale disjuncte din [a } b], cu ^ (6¿—a¿)<7j, 

¿=i 

n 

atunci Yj f( b i) — /(a/) < s. 

;= i 

Se poate aráta cá orice functie absolut continuá pe [a, b ] 
este continuá §i cu variare márginitá pe [a, b\. Reciproca, 
ínsá, nu este adeváratá. 

Orice functie cu derivatá márginitá pe [a, b] este abso¬ 
lut continuá pe [a, b]. 
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Spunem cá funcfia /, definitá pe [a, b], este integrabila 
Lebesgue pe [a, b], dacá exista o funche F absolut con- 
tinuá pe [a, b] §i o multime E, de másurá nulá, din [a, b], 
astfel íncít F'\t) = f(t), pentru orice t din [a, b] care 
nu apanine multimii E. Numárul F(b) —• F(a) se numeste 
intégrala !n sensul lui Lebesgue a functiei / de la a la b. 

Se constata usor cá intégrala Riemann, ca funche de 
limita superioará de integrare, este absolut continua. 
Pe de altá parte, ín orice tratat de analizá se aratá cá 

F(x) =JV( 0 d* 

are ca derivatá, ín orice punct x„ ín care f(t) este con- 
tinuá, chiar pe f(x 0 ). Deoarece am semnalat mai sus cá 
o funcfie integrabilá Riemann este continuá ín fiecare 
punct, cu exceptia unei multimi de puñete de másurá 
nulá , rezultá cá o funche integrabilá Riemann este inte¬ 
grabilá Lebesgue, si valorile celor douá intégrale coincid. 

S-ar putea pune problema dacá intégrala Lebesgue a 
unei functii este unic determinatá de aceastá funche. 
Ráspunsul este aiirmativ, deoarece se poate demonstra 
cá dacá douá functii absolut continué au ín fiecare punct, 
exceptínd o muidme de másurá nulá, aceeasi derivatá, 
atunci ele diferí printr-o constantá. 

Iatá acum formularea rezultatelor care íncoroneazá 
consideratiile privitoare la reprezentarea integral! a 
lungimii unei curbe: 

Pentru orice curbá rectificabilá (data de ( 1 )) deriva- 
tele functiilor / si g, ca si expresia /f' z (t) + sínt 

integrabile ín sensul lui Lebesgue pe [a, b]. In general, 
avem 

KT)>iW\t) + g'Ht) át, (12) 

intégrala fiind luatá ín sensul lui Lebesgue. Necesar si 
suficient ca ín (12) sá apar! semnul = este ca f si g sá 
fie functii absolut continué pe [a, b], 

Acum se explicá din ce cauzá pentru curbe date de functii 
/ si g, cu derívate integrabile Riemann, avem relaja ( 11 ). 
Astfel de functii sínt absolut continué, deci intrá exact 
ín cazul ín care relaja (12) devine o egalitate. 
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LUNGIMEA UNEI CURBE, CA FUNCTIONALA INFERIOR 
SEMICONTINUÁ ÍN SPATIUL CURBELOR. 

PUNCTUL DE VEDERE AL LUI FRÉCHET 


Se spune uneori cá definitiile sínt libere. Noi n-am adop- 
tat aici aceastá conceptie si am cáutat sá justificám ale- 
gerea fiecárei definitii. Vom prezenta acum un alt aspect, 
pus in evidentá de Maurice Fréchet, al notiunii de lun- 
gime a unei curbe, asa cum a fost ea definitá de Lebesgue. 
Prezentarea lui Fréchet ínláturá orice element arbitrar 
care ar mai putea fi atribuit definitiei date de Lebesgue. 

Sá considerám multimea C a tuturor curbelor definite 
de ( 1 ) cu / si g continué pe [a, b\. Vom numi C spatiul 
curbelor. Datoritá definitiilor introduse pina aici, stim 
ce trebuie sá intelegem prin afirmatia: „Un sir de curbe 
{r„} tinde in pozitie cátre curba r“. 

Sá presupunem acum cá definim pe spatiul C o funcfie 
realá 9. Deci fiecárei curbe F 6 C i se asociazá, in mod 
univoc, un numár real <p(r). (Admitem si posibilitaíea ca 
9(r) sá fie infinit.) Func(ia 9 se numeste o functionala 
definitá pe spatiul C. Curbele T vor fi numite „puncte“ 
ale spatiului C. 

Vom spune cá functionala 9 este continua in punctul T, 
dacá <p(r„)-» <p(r) de indatá ce r„ tinde in pozitie cátre 
T. Sá presupunem cá 9 este functionala definitá de lun- 
gimea curbei T. 9 este, in acest caz, o functionala nenega- 
tivá definitá pe C, dar din cele arátate in acest capítol 
rezultá cá aceastá functionalá nu este continua in nici 
un punct din C. 

Pentru a putea caracteriza lungimea lui T, ca functio¬ 
nalá definitá pe C, vom recurge la o notiune mai slabá 
decít continuitatea, anume la notiunea de semicontinui- 
tate. Functionala 9, definitá pe C, este inferior (respectiv, 
superior) semicontinuá in punctul PeC, dacá pentru 

orice sir T„ -» F, pentru care exista lim (p(r„), avem 

«-►00 

lim 9 (r„) > <p(r) (respectiv lim <p(r„) < 9 (r)). (13) 

«-►00 «-►00 
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Este vizibil cá o functionalá inferior si superior 
semicontinuá ín punctul T este pur si simplu continuá 
in punctul T si reciproc L 

Forma ( 13 ) a definitiei semicontinuitátii este cea mai 
convenabilá ín problema care ne intereseazá, pentru 
cá ea pune in evidenfá urmátorul fapt, deosebit de impor- 
tant: funcjionala care defineste lungimea unei curbe 
(a se .vedea varianta Lebesgue) este o functionalá inferior 
semicontinuá in fiecare punct din spafiul C. (Putem 
considera cá aceastá functionalá este definitá pe tot spa- 
(iul C, deoarece orice curbá are lungime, finita sau 
infinité, si pe de alta parte, am acceptat pentru 9 si va- 
lori infinite.) 

In spa(iul C existá únele „puncte“ care atrag in mod 
deosebit atenfia: sint púnetele T care reprezintá un caz 
particular de curbe, anume liniile poligonale. Sá notám 
cu P multimea acestor puñete din C. Avem P C C. Func- 
fionala 9 prezintá o situare specialá pe P, prin faptul 
cá pe P, 9 coincide cu lungimea definitá pe cale elemen¬ 
tará, ca suma lungimilor segmentelor care compun linia 
poligonalá respectivá. Putem spune deci: 

Lungimea unei curbe este o functionalá nenegativá, 
inferior semicontinuá pe C si care se reduce pe P C C la 
lungimea in sens elementar. 

Problema definirii lungimii unei curbe apare, astfel, 
ca o problemá de extensiune, de prelungire a unei functio- 
nale definite pe P, la o functionalá definitá pe C, prelun¬ 
gire care sá se facá cu respectarea anumitor cerinfe intu- 
itive fundaméntale, legate de nofiunea de lungime. Meri- 
tul lui Lebesgue este de a fi identificat o astfel de cerinfá 
si de a o fi reflectat in proprietatea corespunzátoare semi¬ 
continuitátii inferioare, proprietate care constituie insási 
esenfa definitiei pe care el a pus-o. 

Se poate demonstra cá lungimea liniilor poligonale, 
definitá elementar ca suma a lungimilor segmentelor 
care compun o astfel de linie, este o funcfionalá inferior 
semicontinuá pe P. In felul acesta, semicontinuitatea 


1 De obicei, definifia semicontinuitátii nu se formuleazá ca mai 
sus, ci intr-o alta varianta, echivalentá cu cea data aici. 
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inferioara a lungimii pe C, semicontinuitate care rezultá 
fárá dificulta^ din definida lui Lebesgue, prelungeste 
o proprietate a lungimii liniilor poligonale. 

Acest procedeu de „prelungire“ nu este intílnit aici 
pentru prima datá. Pentru definirea másurii unui segment 
se defineste mai íntti másura segmentelor comensurabile 
cu unitatea de lungime, apoi se impune másurii segmente¬ 
lor oarecare conditia de a fi o funcfie continua, egalá, pentru 
segmente comensurabile, cu másura deja definitá. Schema 
comuna tuturor acestor cazuri este: Se prelungeste o funcjie 
de la un címp dat la altul, mai vast, prin construcjia unei 
funcjii egale cu funcjia datá pe címpul dat si pástrind 
pe címpul mai íntins únele proprietáti, pe care le socotim 
mai importante, ale funcjiei date. 

In legáturá cu ultima forma pe care am dat-o definijiei 
lungimii unei curbe, se ridicá urmátoarea problemá: 
Este adeváratá afirmajia reciproca, anume cá orice 
funcjionalá nenegativá, inferior semicontinuá pe C, care 
se reduce pe PcC la lungimea ín sens elementar, este 
ínsási funcjionala care furnizeazá lungimea curbelor 

r e'c? 

Fréchet a observat cá ráspunsul la aceastá íntrebare 
este negativ si si-a pus problema de a caracteriza, ín 
mulfimea funcjionalelor cu proprietáfile arátate, definite 
pe C, pe aceea care, furnizeazá lungimea. El a reusit sá 
rezolve aceastá problemá, demonstrínd cá dintre tóate 
funcjionalele 9 inferior semicontinue pe C, reducíndu-se 
la lungimea obisnuitá pe P, funcjionala /, care dá lungimea 
curbelor, este cea mai pujin discontinué, ín sensul cá 
are in fiecare punct oscilaba „cea mai micá“. Deoarece 
limita superioará a oricárei funcjionale 9 cu proprietá- 
jile arátate este, ín fiecare punct din C, egalá cu 00, con¬ 
ditia gásitá de Fréchet revine la inegalitatea /(F) >. 9 (F) 
pentru orice 9 si orice TeC. Pentru a o demonstra, este 
suficient sá observám cá exista un sir (tc„) de puñete din 
P, astfel incít lim n„ = T §i Z(7t„)-»/(r). Pe de altá parte, 

n-tec 

avem 9 (tc„) = l(n„), deci limita inferioara a funefiei 9 in 
punctul T este mai micá sau egalá cu /(F) si, ca urmare a 
semicontinuitátii inferioare, 9(r) l(T). 
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Sá dám acum un exemplu de funche 9 inferior semicon- 
tinuá pe C, care se reduce pe P la lungimea obisnuitá 
$i care nu coincide pe C cu lungimea Lebesgue. 

Sá considerám mulfimea S G C formatá din tóate 
semicircumíerinfele de raza egalá cu unitatea. Funcfia 
9, egalá pe C — S cu lunginjea Lebesgue $i egalá pe S 
cu jumátate din lungimea Lebesgue, índeplineste condi- 
tiile dorite. 



IV 


Itinerar ín teoría integralei 


INTRODUCERE 

Una dintre problemele care i-a frámíntat pe matemati- 
cieni din cele mai vechi timpuri este aceea a determinárii 
ariei unei portiuni din plan. Forma cea mai simplá a 
acestei probleme este aceea a determinárii ariei pátratu- 
lui de laturá 1 . Se convine a se considera cá aria unui 
astfel de pátrat este egalá cu 1 . Sensul acestei afirmafii 
este urmátorul: dacá latura unui pátrat este de 1 cm, 
atunci aria lui este de 1 cm 2 . Cu alte cuvinte, ne alegem 
drept unitate de másurá pentru arii aria unui pátrat a 
cárui laturá este unitatea de lungime. O problemá care se 
rezolvá pe o cale destul de elementará pentru a o putea 
aborda íncá ín scoala elementará este aceea a determinárii 
ariei unui dreptunghi ale cárui laturi se exprimá prin 
numere ratónale. Urmeazá apoi o problemá care prezintá 
un salt calitativ fatá de problema precedentá: aceea a 
determinárii ariei unui pátrat a cárui laturá nu se mai 
exprimá printr-un numár rational. Aid, metodele mate- 
maticii elementare se dovedesc neputincioase. Pentru a 
determina aria unui astfel de pátrat este nevoie de o 
operare nouá, specificá analizei matematice: operaba 
de trecere la limita. íntr-adevár, dacá latura unui pátrat 
se exprimá printr-un numár a incomensurabil (adicá ira- 
tional), se poate determina, prin ínsási definida acestor 
numere, un sir de numere ratónale a„ astfel íncít lim a„ = a. 
Aria pátratului de laturá a va f¡ tocmai limita sirului 
a\, a§, ..., a 2 , ... Dupá cum vedem, posibilitatea de a 
determina aria oricárui pátrat este intim legatá de cu- 
noasterea notiunii de numár real, ín toatá generalitatea 
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ei. ín mod asemánátor se determina si aria unui dreptunghi 
pentru care cel pujin una din laturi se exprima printr-un 
numár irational. Cunoscínd aria unui dreptunghi, 
putem determina imediat aria oricárui triunghi, deci si 
aria oricárui poligon, deoarece un poligon se descom- 
pune íntr-un numár finit de triunghiuri. 

Am trecut ín fuga peste tóate aceste lucruri, pentru cá 
ele ne sint binecunoscute inca din scoala medie, únele 
dintre ele chiar din scoala elementará. 

Acest mod de a studia aria unui poligon urmeazá oarecum 
calea istoricá, adicá reproduce, íntr-o forma sinteticé, 
etapele istorice prin care a trecut cunoasterea notiuniide 
arie pentru poligoane. Insá, atunci cínd oamenii au 
acumulat o experienfá destul de índelungatá ín problema 
determinárii ariei, tóate consideratiile acceptate de foarte 
multa vreme si intrate oarecum ín obisnuinfa de fiecare 
zi a matematicienilor au ínceput sá fie supuse unui rigu- 
ros examen critic. S-a pus problema soliditátii, din punct 
de vedere logic, a cunostinjelor noastre despre aria unui 
poligon. 

In teoría clasica a ariei, notiunea de arie a unui poligon 
este consideratá cunoscutá si se pune doar problema deter¬ 
minárii numerice a ariei. Mai mult decít atít, sínt admiseo 
seamá de proprietáfi fundaméntale ale ariei, de exemplu: 
pátratul de laturá 1 are aria egala cu 1 ; douá poligoane 
egale au aceeasi arie; dacá poligonul P este reuniunea a 
douá poligoane p' si p", fárá puñete interioare comune, 
atunci aria lui P este egalá cu suma dintre aria lui p' si 
aria lui p". 

Desigur cá ín postularea existenfei ariei pentru orice 
poligon, cít si ín postularea proprietátilor de mai sus 
ale ariei nu trebuie sá vedem un act arbitrar al unor ma- 
tematicieni. Astfel de postúlate nu fac decít sá sintetizeze 
niste observafii pe care oamenii le-au efectuat de miliarde 
si miliarde de ori. Aceste postúlate sínt foarte prefioase, 
pentru cá prin ele se íntretine, ín buná másurá, contactul 
matematicii cu natura, cu realitatea vie, cu experienfa si 
practica milenaráa oamenilor.Sepoate totusi pune problema 
dacá postúlatele au fost bine álese, cu alte cuvinte dacá 
ele exprimá corect si complet con{inutul real, intuitiv. 
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pe care sint chemate sá-1 oglindeasca. Din acest punct 
de vedere, s-au mai adus uneori — sí poate se vor mai 
aduce si ín viitor — únele modificári, de detaliu, postú¬ 
lateles de mai sus. 


CUM DETERMINÁM ARIA UNEI FIGURI MAI COMPLICATE I 

Sá incercám sá determinám aria unei portiuni din 
plan mai complicatá decit un poligon. Aceasta ínseamná 
cá portiunea consideratá nu este delimitatá numai de 
segmente de dreaptá, ci si de arce de curbá. Aceastá pro¬ 
blema nu este chiar asa de nouá; am mai íntílnit-o atunci 
cind am determinat aria unui cerc. Totusi, dacá cineva 
ne-ar cere sá transpunem metoda de acolo in alte cazuri, 
de pildá sá determinám cu ajutorul ei aria unei elipse, 
ne-am gási intr-o íncurcáturá foarte mare. Oricít de 
bine am cunoaste procedeul de determinare a ariei unui 
cerc, incercarea de a transpune acest procedeu la elipsá 
nu va reusi, deoarece el utilizeazá proprietáfi caracte- 
ristice ale cercului, proprietáti pe care elipsa nu le 
are. Intr-adevár, elipsa nu mai poate fi aproximatá 
oricít de bine cu poligoane regúlate. 

Dificultatea pe care am íntílnit-o mai sus este caracte- 
risticá pentru o íntreagá perioadá, foarte lungá, de 
dezvoltare a teoriei ariei. Un timp foarte índelungat, 
matematicienii stiau sá determine, prin diverse mijloace, 
aria anumitor figuri particulare, dar nu reuseau sá ela- 
boreze o metodá generala, un procedeu uniform de deter¬ 
minare a ariei oricárei portiuni din plan, adicá un pro¬ 
cedeu care sá nu angajeze particularitátile figurii. Un 
exemplu celebru ín acest sens este modul ín care marele 
matematician al Greciei arvtice, Arhimede, determina 
aria unui segment de parabolá. Sá considerám arcul de 
parabolá ACB (vezi fig. l.IV) de ecuatie y 2 — x. 

Fie AA'B'BA dreptunghiul construit, asa cum se vede 
in figurá. Fie a x aria triunghiului ABC. Fie D' si E' 
mijloacele laturilor AC si BC. Fie D si E púnetele de 
intersectie cu parabola ale paralelelor prin D' si E' la 
CC'. Fie a, suma ariilor triunghiurilor ACD si BCE. 
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In cele patru segmente parabolice rámase construim, 
dupa acelasi procedeu, patru triunghiuri si notám cu a s 
suma ariilor acestor patru triunghiuri. Continuínd astfel, 
observám cá suma a t + a 2 + a 3 + ... — a„ se apropie 
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cu atít mai mult de aria a a segmentului parabolic (cuprins 
intre arcul ACB si coarda AB) cu cít ti este mai mare. 
Avem deci: 

a— lim (a 3 + n 2 + a 3 +•••+ n n ) = fli+ a 2 -\- a 3 + • • .+a„+... . 

rt->00 

Insá avem DD' = EE' = , deoarece DD' este 

4 

diametrul conjugat direc^iei AC , iar EE' este diametrul 
conjugat directiei BC. Pe de alta parte, raportul dintre 
aria triunghiului ACD si aria triunghiului ACC' este 
egal cu raportul tnáltimilor. Deducem deci: 


o 2 = 


“i 


CZo —- 


fl 2 


_ _ a-n 

> a ”+1 — 4 ’ 


de unde 


fll+ í + J + 5 + - + Z + v 


4 a, 


.-1 3 

4 


111 



deci aria segmentului parabolic cuprins intre arcul ADCF.B 
si coarda AB este egalá cu douá treimi din aria dreptun- 
ghiului AA'B'BA. 

Ingeniozitatea procedeului de mai sus nu poate fi con- 
testatá. Totusi, caracterul foarte special, atít de legat de 
particularitátile parabolei, face ca el sá nu poatá fi extins 
si la alte cazuri. 


DE IA ARHIMEDE LA CAVALIERI 

Este interesant ca Arhimede a gásit inca douá procedee 
de determinare a ariei unui segment de parabolá. Unul 
dintre ele consta in a reduce problema la aceea a determi- 
nárii centrului de greutate al unui triunghi, segmentul 
de parabolá fiind asimilat cu o suma infinita de segmente 
de dreaptá paralele cu axa. 

Tot Arhimede a determinat aria portiunii limitatá de 
spirala care-i poartá numele (a cárei ecua^ie este p = Cw), 
iar inaintea sa Eudox determinase volumul piramidei 
si al conului, ale cáror formule fuseserá date, fárá demon¬ 
strare, de Democrit. Antichitatea greacá a cunoscut de 
asemenea modul de determinare a lungimii cercului, a 
ariei unui segment sferic, ca si a momentelor statice. 
Tóate aceste probleme erau puse de geometrie si de staticá, 
stiinfe relativ mai dezvoltate in aceasta época. Aceste 
determinári fácute de cei mai stráluciti matematicieni ai 
Greciei antice contin, fárá índoialá, germenele a ceea ce 
avea sá se numeascá mai tirziu „calculul integral". In nici 
un caz insá nu putem vorbi de un calcul integral in anti- 
chitate. O trásáturá caracteristicá a calculului integral este 
sesizarea faptului cá o seamá de determinári de arii, 
volume, momente, in ciuda diversitát i i pe care o prezintá ele 
din punctul de vedere al naturii márimilor respective, conduc 
la una si aceeasi problema matemática, la una si aceeasi 
schemá. Deexemplu, problema determinári i volumului pira¬ 
midei, rezolvatá de Eudox, a determinárii ariei unui segment 
de parabolá, a centrului de greutate a unui triunghi 
si a ariei unei spirale, rezolvate de Arhimede, se reduc, 
tóate la determinarea limitei unei sume de forma + 
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+ £¡ + ... + atunci cind n tinde la infinit, cu alte cu- 
vinte, in notaba si limbajul de astázi, tóate cele patru 
probleme de mai sus se reduc la calculul unei intégrale 
de forma 

^ b x 2 dx. 

Or, tocmai con^tiinfa acestei analogii le lipsea mate- 
maticienilor din antichitate. Separarea formei de confi- 
nut s-a dovedit a fi un proces istoric toarte lent, ín care 
progresele au venit íncetul cu íncetul. 

Dupa lunga perioadá de amorfire, de stagnare a stiinfei, 
característica evului mediu, procesul de cristalizare a no{i- 
unii de intégrala avea sá cunoascá un progres esenjialabia 
la sfirsitul secolului al XVI-lea si, mai ales, in secolul al 
XVII-lea. In aceastá perioadá, se stabilesc procedee de 
determinare a ariei unei suprafefe de revolutie si, sub im- 
pulsul lucrárilor lui Huygens asupra pendulului compus, se 
calculeazá pentru prima oará momente de inertie. Acum 
situaba era coaptá pentru ca matematicienii sá ínceapá sá 
vadá legátura íntre tóate aceste probleme de geometrie si 
de mecánica. Pentru arii si volume, aceastá analogie este 
pusá in evidenfá cu o deosebitá pregnantá, in prima jumá- 
tate a secolului al XVII-lea, de cátre Cavalieri ín a sa Geo¬ 
metrie a incLivizibilelor. Cavalieri enunfá si íncearcá sá sta- 
bileascá principiul urmátor: „Dacá douá arii plañe sint 
astfel incit orice paralela la o direc^ie datá le taie dupá 
segmente ale cáror lungimi sint intr-un raport constant, 
atunci aceste arii sint in acela^i raport". Un principiu 
analog este enunfat pentru „volumele táiate de planele pera- 
lele cu un plan fix dupá arii ale cáror másuri sint intr-un 
raport constant". In absenta unui limbaj matematic adec- 
vat, Cavalieri exprima aici intr-un mod necorespunzátor o 
observare corecta: „Fie douá arii, una definitá de inegalitá- 
t ile 

0< a, 0 </(x), 

iar cealaltá def initá de inegalitátile 

0 < r < u, 0 < y <g(x). 


S - 439 
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Súmele de ordonate 

«( 0 ) +«(^) + «( 2 -“)+ - + 8 (^ 4 ^)- 

sínt, una faja de alta, íntr-un raport care, pentru n destul 
de mare.se apropie oricitdemult de raportul celor douaarii". 
Cavalieri trece la limita pentru n oo si spune cá suma 
tuturor ordonatelor primei curbe este, faja de suma 
tuturor ordonatelor celei de a doua curbe, íntr-un raport 
riguros egal cu raportul ariilor. 

UN ALT MOD DE A DETERMINA 
ARIA UNUI SEGMENT DE PARABOLA 

Sá ne intoarcem din nou la problema determinárii ariei 
unui segment deparabolá si sá íncercám s-o rezolvám pe o 
cale care sá angajeze cít mai putin particularitátile aces- 
tei curbe. Fie deci parabola de ecuatie y = x-, Aria porfi- 



unii cuprinse in interiorul acestei parabole este, evident, 
infinita. Sá limitám atunci aceastá por{iune cu ajutorul 
unei drepte, de exemplu, dreapta de ecuatie x = 1 (vezi 
fig 2.IV). 
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Insá, datoritá simetriei parabolei, considérate ín raport 
cu axa Ox, va fi suficient sá calculám aria portiunii cuprinse 
intre ramura superioará a parabolei axa Ox si dreapta x = 1 . 
Dublind rezultatul obtinut, vom obtine aria intregii porti- 
uni. In felul acesta, problema s-a redus la aceea a determi- 



nárii ariei portiunii delimitate de graficul functiei f(x) = x 2 , 
axa Ox si dreapta x = 1 . Funcfia f(x) = x 2 este crescá- 
toare si pozitivá pe intervalul [ 0 , 1 ]. Problema pe care tre- 
buie s-o rezolvám este deci un caz particular al 
urmátoarei probleme: fie f(x) o funche pozitivá si crescá- 
toare pe intervalul [a, b]. Sá determinám aria a a portiunii 
din plan cuprinse tntre graficul functiei f(x), axa Ox si 
dregtele x = a si x = b (vezi fig. 3 . IV). 

Intr-o primá aproximare, am putea lúa drept arie a 
portiunii considérate aria unuia dintre dreptunghiurile 
AabB' si A’Bba (vezi fig. 3 . IV). 

Eroarea pe care o comitem in aceastá aproximare a ariei 
este inferioará diferentei ariilor celor douá dreptunghiuri, 
diferenta egalá cu 

m-fmb-a). 
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Aceastá majorare a erorii nu este insá satisfácátoare, 
deoarece ea nu este la dispozifia noastrá. Atit márimea 
b — a, cít si f(b ) — f(a) depind de dátele problemei, deci 
de aceste date ale problemei si nu de noi depinde faptul 
dacá eroarea comisa este, de pildá, mai mica sau nu dectt 
10~ 2 . Este firesc atunci sá ímpártim intervalul [a, b ] 
in intervale parfiale prin púnetele 

a = x 0 < x x < x 2 < ... < x¡ < x, +1 < ... x„ =6, 

$i sá considerám drept valoare aproximativá a ariei a 
suma s a ariilor dreptunghiurilor avind bazele egale 

cu x x — x 0 , x 2 — x 1 . x¡ +1 — x¡, .... x„ — *„_! si inál- 

timile egale, respectiv, cu f(x 0 ), /(x x ), .... f(x¡), ..., f(x a _J. 

Este usor de vázut cá 

s< (/(%)— f(a))(x 1 — a) + (/(x 2 ) — /(x x )) (x 2 — x x ) + 

+ ... + (/(x i+1 ) — f(x¡)) (X i+1 — Xi) + ... + 

-t- ( f(b ) — f(x„. i)) (b — x n _ 2 ). 

Sá presupunem acum cá dorim ca eroarea a — s sá 
nu depáseascá numárul 10~ 2 . Pentru a realiza aceasta, 
vom alege púnetele x lt x 2 , .... x n _ x destul de apropíate 
pentru ca fiecare dintre diferenfele 

f(x i) —f(a), f(x 2 )—f(x j), ..., f(x l+1 ) — f(x¡), .... 

f(b)-f(x„_ i), 

sá fie inferioará lui 10~ 2 /(£> — a). In acest fel obtinem 

JO - 3 

a —s < -— [(x x — a) + (x 2 — Xj) + ... + (X/_J — X;) + 
b—a 

+ ... + (b -*„_,)] = (b - a) = 10- 2 
b—a 

§i problema miesorárii erorii este rezolvatá. Totul depinde, 
dupa cum se vede, de alegerea potrivitá a punctelor 

•*i> x 2 , ..., X¡, ..., X„_j. 


116 



Sá aplicám procedeul expus funcfiei f(x) — x 2 , consi¬ 
dérate pe intervalul [0, 1]. Pentru simplificare, sá alegem 
púnetele x lt x 2 , ..., x¡, .... x„_ lt astfel incit 

x \ a = x 2 x t = ... = x ;+ , — = ... = 

= b x„_ 1 =-. 

n 


Avem 


Xhl — Xf = (X i+1 — X¡) (X i+1 + Xi) = 


_«+«+_« < 2_ {i =0 , 1 , — 1 ) 
n n 


deci, pentru ca xf +1 — xf < 10 -2 , oricare ar fi ( = 0, 1, ..., 
n —1, este suficient ca 10 ~ 2 n >2, adicá n > 200.. 
Deci, de indatá ce n > 200, expresia 


n 



+ 


+ '7 + 
rr 


+ 


(« ~ D 2 t 

n* ) 


aproximeazá aria portiunii delimítate de arcul y = x 2 , 
axa Ox si dreapta x = 1 cu o eroare mai micá decit 10" 2 . 

Este usor de inteles acum cá ín loe de 10 -2 putem lúa 
orice numár dorim, oricít de mic. Aria portiunii consi¬ 
dérate va putea fi aproximatá cu o eroare mai micá decit 
acest numár, cu conditia ca n sá fie destul de mare. Va- 
loarea exactá a ariei cáutate va fi 


Itm 

n-tco 


1 1 , 2 a , 3 2 , 

— H Ti t i 

n [n 2 tr tr 


■ — + 
n 2 


+ 


(n — 1) 2 1 _ 1 
n 2 3 


CAZUL ÍN CARE FUNCTIA NU MAI ESTE MONOTONA 

Usurinta cu care am determinat, ín cele de mai sus, 
valoarea ariei cu o eroare oricit de micá o doream se datora 
faptului cá arcul de curbá care delimita portiunea deplan 
consideratá era graficul unei functii monotone. Ce se in- 
timplá ínsá dacá functia nu este monotoná? La prima ve- 
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dere, s-ar parea cá orice functie continua este alcátuitá din 
..bucáti monotone". Dacá ar fi a§a, ar rámíne doar sá des- 
compunem intervalul [a, b ] in intervale partíale,astfel íncít 
pe fiecare interval parcial functia sá fie monotoná si sá apli- 
cám pe fiecare interval de monotonie consideratlile expuse 
mai sus. Insá analistii au pus tn evidentá, íncá fn secolul 
trecut, existenta functiilor continué care nu sínt mono- 
tone pe nici un interval. Deci, din procesul de determinare 
a ariei trebuie sá eliminám ipoteza de monotonie. Acest 
lucru nu va fi atit de greu, dacá ne gindim cá monotonía 
funcfiei a intervenit doar ín chestiunea evaluárii erorii. 
Vom mentine deci procedeul utilizat la functii monotone 
in chestiunea determinárii aproximative a ariei, urmínd 
ca evaluarea erorii sá constituie obiectul unei alte cerce- 
tári. De altfel, vom avea grijá sá marcám momentul in 
care aceste douá probleme se despart, pornind fiecare 
pe drumul ei propriu. 

Fie f(x) o functie pozitivá pe intervalul [a, b}. Fie D 
portiunea limitatá de graficul functiei f(x), axa absci- 
selor si paralele x = a si x = b la axa ordonatelor. Sá 
ímpárjim intervalul [a, b ] in intervale partíale prin púne¬ 
tele 


a = x 0 < x x < x 2 < ... < x¡ < x i+1 < ... < x„ = £>. 

Sá construim pe fiecare interval [x¡, x i+1 ] (i = 0, 1, .... 
..., n — 1) un dreptunghi de bazá x ¡+1 — x¡ §i de inánime 
f(x¡). Reunind dreptunghiurile astfel obtinute, obtinem 
o portiune P a planului. Aria acestei portiuni este datá de 

aria P = }(a) {x x — a) + f(x x ) {x 2 — x x ) + ... + 

+ f(x¡) (x, +1 — x¡) + ... + f(x„_j) (b — x„_ x ). 

Aria lui P diferá de aria lui D. Intr-adevár, dacá privim 
figura 4.IV, constatám cá P are in plus, fatá de D, por- 
tiunile hasurate, iar D are in plus, fatá de P, portiunile 
punctate. Este adevárat cá se poate intímpla ca aria to- 
talá a portiunilor hasurate sá fie egalá cu aria totalá 
a portiunilor punctate si, datoritá acestei compensári, 
aria lui D sá fie egalá cu aria lui P. 
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Aceasta ar fi ínsá o situare exceptionalá; ín general, 
aceastá compensare nu se produce. De exemplu, dacá func- 
t ia y = f(x) este crescátoare, nu exista por^iuni ha§urate, 



íar dacá funcfia y^ = f(x) este d°screscátoare, lipsesc por- 
tiunile punctate. In primul caz, aria lui P este mai micá 
decit a lui D; ín al doilea caz, aria lui P este mai mare 
decít aria lui D. 


DOUÁ CAI POSIBILE 

Inainte de a merge mai departe, sá precizám o anumitá 
alternativa ín legáturá cu problema pe care am pus-o. 
Ne-am propus sá determinám aria portiunii D. Dacá vrem 
sá facem aceasta ín mod exact, nu ne putem opri aici; 
trebuie sá vedem ín ce fel se poate elimina eroarea care 
provine din ínlocuirea lui D cu P. Dacá ínsá ne multumim 














sá determinám aria luí D nu in mod exact, ci cu o anumitá 
aproximare, de pildá s-o determinám cu o eroare care 
sá nu depáseascá o sutime, atunci problema se pune cu 
totul altfel. Am putea, de exemplu, íncerca sá alegem 

púnetele x u x 2 . x¡, ..., x„_ x astfel incit diferenta 

dintre aria totalá a portiunilor hasurate si aria totalá a 
portiunilor punctate sá nu depáseascá pe 0,01. Cu aceasta 
ínsá nu putem spune cá am inlocuit problema initialá, 
a determinárii exacte a ariei, cu o problemá mai usoará. 
Dificultatea primei probleme provine, de obicei, din struc- 
tura complicatá a curbei C, adicá a functiei y =f(x). 
Se pune deci problema de a ínlocui curba C cu alta mai 
simplá C*, astfel íncít aria portiunii delimitate de aceasta 
din urmá sá poatá fi determínala relativ usor si. in acela§i 
timp, sá putem determina cít de mare este, tn valoare ab¬ 
soluta, diferenta dintre aria delimitatá de C si cea deli- 
mitatá de C*. De obicei, ín rolul lui C* se ia o linie po- 
ligonalá de un anumit tip sau un numár finit de arce de 
parabolá. 

In practicá, lucrám deseori cu valori aproximative. 
Ne-am putea pune problema dacá nu cumva si pentru de- 
terminarea ariei unei portiuni mai complícate nu ne-am 
putea mulfumi cu o valoare aproximativá, simplificínd 
astfel problema. Este ciar ínsá cá o evaluare aproxima¬ 
tivá a ariei prezintá interes numai dacá síntem ín stare sá 
apreciem de ce ordin de márime este eroarea comisá. In 
inginerie se acceptá, ín general, o eroare mai micá de o 
sutime. Tocmai pentru aceastá másurá a erorii este necesar, 
de multe ori, sá cunoastem si teoría determinárii exacte 
a ariei. Dupá ce cunosti teoria determinárii exacte a 
ariei, te íntorci la problema determinárii ei aproximative 
cu forte noi, cu posibilitáti noi de investigare. Nu vom 
insista aici asupra acestei chestiuni, dar importaba ei 
nu poate fi subapreciatá. Ori de cite ori nu vom fi ín stare 
sá determinám valoarea exacta a ariei — si acest lucru 
se íntímplá des —, si de multe ori, chiar atunci cínd aceastá 
determinare este teoretic posibilá, dar este legatá de di¬ 
ficultar de ordin practic, determinarea aproximativá 
a ariei se impune. 
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Mai este ínsá si un alt motiv, mai important decít cel 
arátat mai sus, pentru care nu ne putem muljumi numai cu 
aproximatii. Teoría generala lumineazá calea mai departe, 
ne duce dincolo de problema concreta de la care am plecat 
si ne da posibiiitatea sá patrundem mai adtnc in cu- 
noasterea relatiilor din natura. 


CE SE ÍNTÍMPLÁ cínd bazele dreptunghiurilor 
SE MIC$OREAZÁ? 

Sá inchidem paranteza pe care am deschis-o la íncepu- 
tul paragrafului precedent si sá ne íntoarcem la prima pro¬ 
blema: acea a determinarii exacte a ariei. O observare 
simplá ne va indica drumul pe care trebuie sá mergem. 
Dacá privim figura 4. IV, constatám cá existá o legáturá 
foarte strtnsá intre márimile portiunilor hasurate si punc- 
tate, pe de o parte, si lungimile bazelor dreptunghiuri¬ 
lor, pe de alta parte. Cu cít aceste baze sint mai mici, 
cu atít sint mai mici si portiunile prin care diferá D de P. 
Mai mult decít atít, dacá bazele dreptunghiurilor se 
micsoreazá indefinit, atunci atít portiunile hasurate, cít 
si cele punctate se micsoreazá indefinit. Pentru a elimina 
deci eroarea, trebuie sá studiem comportarea expresiei 
ariei lui P atunci cínd diferentele x 1 — a, x 2 — x 1 ,..., 
x¡ +1 — Xi,...,b— x„_ 1 se apropie din ce ín ce mai mult de zero. 
Aria portiunii D va fi tocmai numárul de care se apropie, 
catre care tinde aria portiunii P atunci cínd bazele drept¬ 
unghiurilor se micsoreazá indefinit. Rámíne numai sá 
vedem care este operafia matemática prin care obtinem 
acest numár. Inainte ínsá de a da ráspunsul la aceastá 
problema, sá mai studiem un exemplu. 


CE TREBUIE SÁ ÍNTEIEGEM PRIN LUCRUl MECANIC 
AL UNEI FORTE VARIABILE ? 

Sá abordám acum o problema de mecánica. Fie o forfá f 
care-si deplaseazá punctul de aplicare ín linie dreaptá, 
forta fiind índreptatá tot timpul pe directia de deplasare. 
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Dacá forta este mereu aceeasi, atunci lucrul mecanic pe 
care-1 executá ea este egal cu produsul dintre márimea 
fortei §i márimea deplasárii. Ce se intimplá ínsá dacá 
torta / variazá de la punct la punct? Este bine stiut cá 
!n general tocmai acesta este cazul. De exemplu, márimea 
fortei de gravitare variazá de la punct la punct, deoarece 
si masa variazá de la punct la punct; márimea unei forte 
elastice depinde de distanta fatá de un anumit punct fix 
al punctului ín care este aplicatá torta. In astfel de cazuri, 
ce trebuie sá íntelegem prin lucru mecanic? Este ciar cá 
orice incercare de a ráspunde la aceastá intrebare trebuie 
sá porneascá déla acel caz particular ín care ráspunsul este 
cunoscut: cazul in care forta este aceeasi ín fiecare punct. 

Fie [a, b ] segmentul de dreaptá de-a lungul cáruia forta/ 
ísi deplaseazá punctul de aplicare. Fie f(x) márimea fortei / 
íntr-un punct oarecare x cuprins intre a si b. Asa cum 
se intimplá ín general in riaturá, vom admite cá forta / 
variazá in mod continuu. In acest fel, este ciar cá cu 
cit diferenta b — a este mai micá, cu atit este mai mica si 
eroarea pe careo comitem presupunind cá forta / este in- 
variabilá. Insá, noi nu dispunem de márimea b — a. A- 
ceastá márime este datá; modificind-o, modificám in- 
sási problema pe care trebuie sá o rezolvám. Vom proceda 
atunci altfel. Vom impartí intervalul [a, b] in intervalele 
partíale prin púnetele 

a = x 0 < Xj < x 2 < ... < x¡ < x i+1 < ... < x„ =b. 

Variaba fortei f(x) intre x¿ si x¡ +1 devine oricit de micá 
dorim, cu conditia ca x i+1 — x¡ sá fie destul de mic. Aceas- 
ta inseamná cá pentru x¡ -< x x i+l , presupunind cá 
forta aplicatá ín x este nu f(x), ci /(x ; ), comitem o eroare 
egalá in valoare absolutá cu ] f(x) — /(x¿) | . Aceastá 
eroare poate fi fácutá oricit de micá, dacá avem grijá sá 
luám pe x, +1 destul de aproape de x¡. Dar o astfel de ipo- 
tezá ne reduce problema tocmai la cazul in care forja este 
constantá. Lucrul mecanic de la x¡ la x, +1 va fi dat de 
produsul f(xi)(x i+1 — x¡). Lucrul mecanic total, de la a 
la b , va fi dat de suma 

/(a)(^i—a) + f(xd(xt—x i) + f(x 2 )(x 3 —x 2 )+ ... + 

+ ){b — x„_ x ). 
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Pentru a elimina eroarea care provine din presupunerea 
cá torta este constantá pe portiuni, va trebui sá studiem 
comportarea expresiei de mai sus atunci cind numerele 
x ¡ + 1 — x¡ se micsoreazá indefinit. Valoarea exacta a lu- 
crului mecanic ai fortei f(x), de la a la b, va ti data de 
numárul de care se apropie suma de mai sus, atunci cind 

diferentele x^—a, x 2 —x 1 . x i+1 —x¡b—x„_ 1 se apropie de 

zero. Rámine numai sá vedem, ca si in exemplul precedent, 
cum exprimám aceasta intr-un mod precis, matematic. 


ASEMÁNÁRI $1 DEOSEBIRI ¡NTRE CELE DOUÁ EXEMPLE 
DE MAI SUS. NOTIUNEASDE INTEGRALA 

Sá incercám sá comparám cele douá exemple de mai sus 
Din punctul de vedere al continutului proceselor infáti" 
sate, aceste exemple sint de natura toarte diíeritá. Pri- 
mul este de naturá geométrica, in timp ce al doilea este 
luat din fizicá. In primul exemplu, f(x) reprezintá ínál- 
timea unui dreptunghi cu virful de jos, din stinga, situat 
in punctul de abscisa x, in al doilea exemplu, f(x) repre¬ 
zintá forja aplicatá in x. In sfirsit, in primul exemplu su¬ 
ma consideratá reprezintá o arie, pe cind in exempiul al 
doilea aceeasi sumá reprezintá un lucru mecanic. 

Cele douá procese prezintá totusi o analogie izbitoare. 
Am putea spune cá din punct de vedere formal ele sint 
identice. Dacá le golim de conjinutul lor specific, adicá 
facem abstracjie de acest continut, constatám cá aceste 
procese conduc la aceeasi schemá, sint de aceeasi formá. 
$i intr-un caz si in celálalt, s-a pornit de la o funcjief 
definitá pe un interval [a, b ]. S-a impárfit acest interval 
in intervale parjiale, efectuindu-se o diviziune — sá-i 
spunem D —a lui [a, b]: 

D = (a = x 0 < x 1 < x 2 < ... < x¡ < x ¡+1 = b). 

Acestei diviziuni D i s-a asociat expresia 

S(D) = f(á)( Xl — a) + f(x 1 )(x s —x 1 )+ ... + 

+ f(x n -i)(b — x n _J (1) 
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S-a constatat apoi cá ín ambele cazuri este necesar sá 
studiem comportarea sumei S(D) date de (1) atunci cind 
numerele x i+1 — x¡ se apropie de zero. Acum a sosit mo- 
mentul sá precizám aceastá afirmatie, sá-i dám un sens 
matematic. 

Sá considerám din nou tóate diferentele x x - 
x l+1 — x¡ b — x n _ v Sá ne indreptám atenea asu- 
pra celei mai mari dintre aceste diferente si s-o notám pe 
aceasta cu |D| (alte notatii: 11 D 11 sau v(D). Nu- 
márul | D | se numeste norma diviziunii D. Nu este greu 
de inteles importanta normei; in loe sá spunem de pildá, 
cá fiecare dintre diferentele x¡ +1 — x¡ este inferioará nu- 
márului 1, va fi suficient sá spunem cá |D[ < 1). Din 
faptul cá prin definiré fiecare diferentá x i+1 — x¡ (i = 
= 0,..., n — 1) este mai mica sau egalá cu \D\ , va re- 
zulta atunci si prima afirmatie, anume cá tóate diferen¬ 
tele x i+1 — x ; sint inferioare lui 1. 

Fie acum un sir de diviziuni D lt D 2 ,...,D P ,... ale lui 
f a, b]. Sá presupunem cá sirul \D 1 \ , \D. 2 \ \D P \ ,... 
tinde la zero. Exemplele considérate anterior ne suge- 
reazá cá trebuie sá studiem comportarea sumei S(D p ) 
atunci cind n creste, cu alte cuvinte sá ne indreptám aten- 
tia asupra limitei sirului S(D-¡), S(D 2 ),..., S(D P ),..., adicá 
asupra numárului I = lim S(D p ). Suma S(D P ) se apropie 
orictt de mult de I, cu conditia ca n sá fie suficient de 
mare. Mai precis, fiind dat un numár p' > 0, se poate 
determina un numár JV, astfel incit pentru p > N sá 
avem |7 — S(D P )\ < p'. Deci, apropierea de I a lui 
S(D) este conditionatá de márimea (mai bine zis de mi- 
cimea) normei diviziunii D. 

Procesul infátisat mai sus este un proces de integrare, 
iar numárul 1, rezultatul acestui proces, se numeste in¬ 
tégrala fundid f de la a la b si se noteazá 

1 = \ a f^ áx - < 2 ) 

De multe ori insá, se intelege prin intégrala intregul 
proces de integrare, impreuná cu numárul la care acest 
proces conduce. Poate, totusi, cá n-ar fi ráu sá diferen- 
tiem terminología referitoare la aceastá chestiune. Este 
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foarte important sá accentuám caracterul de proces al 
celor infámate mai sus. 

Semnul ¡¡ este o deformare a literei S, inifiala cuvíntu- 
lui „sumá“. El ne aminteste cá prima etapa in procesul 
de integrare íl constituie considerarea unor sume. Era o 
vreme cind anumite tipuri de intégrale se notau chiar cu 
litera S. Astfel, de pildá, ín únele lucrári mai vechi ale 
matematidanului román Dimitrie Pompeiu poate fi des 
íntilnitá aceastá notaje. ín prezent, aceastá notaje a 
fost párásitá aproape cu totul. Acest fapt este índreptátít, 
deoarece intégrala nu se obtine prin simpla considerare a 
unor sume, ci prin supunerea acestor sume unei operafii spe- 
cifice analizei matematice, operajia de trecere la limita. 
Tocmai pentruaceasta, notaba integralei trebuia sá se deose- 
beascá íntrucitva de litera S. Nota^i i le trebuie sá fie cít mai 
simple, dar si cit mai adecvate obiectului, pentru ca prin 
intermediul lor sá gindim mai usor asupra faptelor mate- 
matice ín cauzá. Notajia dx aminteste de diferenfele 
x 1+1 — x¡, iar f(x)dx de f(x¡)(x ¡ +1 — x¡). Desigur cá sim- 
bolul (2) trebuie luat ca un tot. O componentá oarecare a 
acestui simbol, ca de exemplu J sau dx, poate sá fie lip- 
sitá de sens sau sá aibá diverse sensuri. Aláturarea f(x)dx 
nu trebuie inteleasá, ín general, ca o operajie de ínmulfire 
dupá cum dx nu trebuie privit, ín general, ca o diferen- 
Jialá. Nu este ínsá mai pujin adevárat cá ín anumite im- 
prejurári, ca de exemplu ín problema schimbárii de va- 
riabilá íntr-o intégrala, dx se comportá exact ca o dife- 
renjialá, iar f(x)dx are semnificajia deprodus dintre f(x) 
si dx. Tocmai aceste ímprejurári explicá notaba íntrebuin- 
tatá. 

Semnificatia numárului /, adicá a integralei, depinde 
de continutul specific al procesului de integrare pe care-1 
efectuám, adicá al procesului prin care, pornind de la 
/(x), ajungem la I. Astfel, in raport cu primul exemplu, 
I reprezintá aria portiunii din plan determínate de grafi- 
cul lui f(x), axa absciselor si paralele prin a si b la Oy. 
In raport cu al doilea exemplu, I reprezintá lucrul me- 
canic pe care-1 executá forja f(x) cind isi deplaseazá pune- 
tul de aplicajie de la a la b. 
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Am considera! mai sus doar douá exemple, dar ne putem 
convinge usor cá procedeul prin care se determina spatiul 
parcurs de un mobil, atunci ctnd se cunoaste viteza mo- 
bilului in fiecare moment, sau procedeul prin care se de¬ 
termina volumul unui corp de rotafie, atunci cind se cu¬ 
noaste aria sectiunii perpendiculare pe axa de rotare, ca 
si multe alte procese din natura conduc, tóate, la acel 
sir de operatii pe care le-am descris mai sus si care aso- 
ciazá unei funcjii definite ín fiecare punct al unui inter¬ 
val un numár real, numit intégrala functiei pe acel in¬ 
terval. 

Síntem astfel ín posesia unui formalism matematic care 
sintetizeazá o varietate extraordinará de procese din na¬ 
tura, refiníndu-le substratul común, partea lor pur can¬ 
titativa, formalá. Trebuie, totusi, sá observám cá ín pro- 
cesul de integrare a unei func|ii existá o etapa care, desi 
ciará din punct de vedere teoretic, prezintá dificultáfi 
din punctul de vedere al realizárii eiefective. Ne gíndim 
la acel moment ín care trecem de la S(D) la numárul I. 
Numárul I aratá tendinta sumelor S(D) atunci cind norma 
lui D descreste, I este valoarea de care se apropie S(D) pe 
másurá ce norma \D\ se apropie de zero. Dar numárul I 
nu ni se da, urmínd doar ca noi sá verificám cá el satisface 
conditia cerutá; noi síntem acei care trebuie sá determi- 
nám acest numár. Este adevárat cá ínsási definida in- 
tegralei aratá prin ce operare obtinem valoarea ei. Tre¬ 
buie sá determinám limita sirului S{D x ), S(D 2 ),... S(D„),... 
Numai cá aceastá operare de determinare a limitei 
unui astfel de sir este, de cele mai multe ori, chiar in cazul 
unor func|ii simple, legatá de dificultáfi practice deosebit 
de mari. Incercati sá determinati aceastá limita in cazul 
unei funcfii foarte familiare, cum este y = sin xde exem- 
plu, considérate pe intervalul [0, 1], si vefi vedea cá chiar 
dacá lucrati cu diviziuni fórmate cu intervale de aceeasi 
márime, nu vefi reusi s-o scoateti la capát dacá nu stá- 
píni^i bine formúlele de trigonometrie. 

Or, pentru un astfel de instrument de oglindire mate- 
maticá a realitátii, este imperios necesar sá gásim mij- 
loace cit mai practice, mai operative de utilizare. 
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ACTUl DE NA$TERE AL ANALIZEI MATEMATICE 


Descoperirea mijlocului de a transforma intégrala fntr- 
un instrument nu numai virtual, dar si real eficace tn 
descrierea anumitor procese, reprezintá unul din cele mai 
importante evenimente din istoria matematicilor, poate- 
din fntreaga istorie a stiintelor. Acest eveniment s-a pe- 
trecut in urmá cu aproape trei sute de ani. La sfirsitul se- 
colului al XVIMea, Newton si Leibniz, independent 
unul de altul, au descoperit o legáturá profunda intre- 
notiunea de integralá si o alta notiune, care tn aparenta 
nu are nici o legáturá cu intégrala, anume notiunea de 
derivatá. Este, intr-adevár, surprinzátor acest lucru, dacá, 
ne gindim la modul atít de diferit tn care aceste notiuni 
au fost definite. Vom vedea ínsá cá detndatáce pátrundem 
in esenta acestor notiuni si le íntelegem bine sensul,. 
legáturá dintre ele ne apare foarte naturalá. Se íntimplá 
de multe ori ca adevárul stiintific sá aibá la primul con- 
tact o aparenta paradoxalá, sá ne surprindá si uneori sá. 
vina chiar tn contradictie directa cu intuitia imediatá. 
Aceasta datoritá faptului cá in afará de legáturile exte- 
rioare, de suprafatá, existá tntre únele fenomene, intre- 
únele procese, o legáturá láuntricá, care priveste insási 
esenta acestor fenomene sau procese. O astfel de legáturá 
nu se lasa observatá de la prima vedere; pentru a o sesiza 
nu este suficientá contemplarea pasivá a fenomenelor sau 
proceselor respective. Insá studiul unui mare numár de 
procese si separarea, cu grijá, la fiecare dintre ele a formei 
de con{inut, o astfel de operare de abstractizare si sintezá 
este in másurá sá ne conducá la adeváruri de mare valoare 
st i int if icá. 

Pentru a dezválui aceastá legáturá, care conduce ime- 
diat la celebra formulá a lui Leibniz si Newton, am pu¬ 
tea sá reluám unul dintre exemplele considérate mai sus, 
cel privitor la arie sau la lucru mecanic. Preferám insá sá 
folosim un alt exemplu, sá pornim de la o altá problemá, 
care ni se pare mai semnificativá. 

Sá considerám o bará materialá unidimensionalá AB. 
Fie a abscisa lui A si b abscisa lui B. Dacá bara este 
omogená, atunci densitatea mijlocie a barei este aceeasi 
pe oricare porfiune a ei. Cu alte cuvinte, pentru orice 



porjiune a barei, raportul dintre masa acestei portiuni 
§i lungimea ei este acelasi. Prin insusi acest fapt, notiunea 
de densitate mijlocie este nesemnificativá, inutilá ín ca- 
zul unei bare omogene. 

Sá presupunem acum cá bara AB nu este omogená. 
Aceasta inseamná cá douá portiuni de aceeasi lungime 
pot sá fie de mase diferite. Pentru a cápáta o imagine a 
repartítiei masei pe diferitele portiuni ale barei, síntem 
condusi sá considerám raportul dintre masa unei portiuni 
si lungimea ei. Acest raport ne indica densitatea mijlocie 
a barei pe portiunea respectivá, adicá masa ce se gáseste 
tn medie, pe unitatea de lungime, pe portiunea respectivá. 
De exemplu, dacá notám cu F(x) masa ce se gáseste intre 
A si punctul X de abscisa x, considerínd douá puñete 
X' si X" ale barei, de abscise, respectiv, x' si x", densi¬ 
tatea mijlocie a portiunii X'X" va fi datá de raportul 

ÍL*") - F(x "> . (3 ) 

x" — X ' 

Acest raport nu ne spune tnsá nimic despre modul de 
repartijie a masei pe diferitele portiuni ale intervalului 
[x' y x"). Síntem astfel condusi, pentru a cápáta o imagine a 
acestei repartan, sá cercetám densitatea mijlocie a barei pe 
portiuni din ce ín ce mai mici. O datá porniti pe aceasta 
cale, nu ne mai putem opri la jumátatea drumului; tre- 
buie sá cercetám comportarea raportului (3) atunci cind 
diferenta x "— x’ se miesoreazá indefinit. In felul acesta, 
ajungem sá ob{inem o imagine lócala, punctualá, a re- 
partitiei masei. Iatá ce trebuie sá intelegem prin aceasta. 

Fie X g un punct cuprins intre A si B. Sá notám cu x 0 
abscisa lui X 0 . Raportul 

(h) F(xp + h) - F(x 0 - h) 

reprezintá densitatea mijlocie a barei pe intervalul [x 0 — h, 
x 0 + h] cu centrul in x 0 . Sá presupunem cá <p (h) admite o 
limitá finitá cind h tinde la zero. Cu alte cuvinte, exista 
un numár a, astfel inclt pentru orice sir h x , 
tinzind la zero, sirul 9 (h x ), tp(/z 2 ),...,<p(^„),. - - tinde la a. 
Valoarea a a limitei astfel objinute este, prin definijie, 
■densitatea barei AB in punctul X 0 . 
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Este evidentá deosebirea dintre densitatea mijlocie §i 
densitatea tntr-un punct. Prima se refera la un intreg 
interval, are deci un carácter global, integral, si se obtine 
prin opera(ii de scádere si impartiré; a doua se refera la 
un punct, are deci un carácter local, punctual, si se obtine 
printr-o operare, un proces de trecere la limita. 

Dar, intre functia F(x), care reprezintá masa ce se ga¬ 
seóte intre A si X, pe de o parte, si densitatea punctualá 
a barei, pe de altá parte, existá o lega tura strinsá; deri- 
vata functiei F(x) intr-un punct x 0 este tocmai densitatea 
barei in punctul x 0 . Intr-adevár, avem 
f(* 0 + h) — F(x„ — h) _ i r F(x 0 +h) — F(x 0 ) F(x 0 ) — F(x 0 —h) 1 

2 h 2 [ h h J ’ 

si deoarece, punind — h — k, obtinem 

lim F(x 0 )-F(x 0 -h) ^ lim F(x 0 +k)-F(x a ) = p, { 
h-+0 h k-t-o k 

deducem 

lim 9 (h) lim + lim F ^~ h) ] = 

h-> o 21 h- t-o h É-t-o h J 

= j IF'(Xo) + ^'(^o)l = f'(xo)- 

Cunoscind deci masa unei bare, putem afla densitatea 
punctualá a barei. Trecerea de la una la cealaltá se face 
printr-un proces de derivare. Masa este o característica 
globalá a barei, iar densitatea este o característica lócala, 
punctualá. 

Prin considerafii analoge, binecunoscute, cunoscind 
spafiul pSrcurs de un mobil in orice interval de timp 
(deci característica integralá, in mare, a unei miscári), 
putem determina, printr-un proces de derivare, viteza la 
un moment oarecare a mobilului (deci característica 
momentaná, instantanee, a miscárii). Ne apare astfel 
semnificatia comuna tuturor proceselor de derivare: tre¬ 
cerea de la descrierea in mare a unui fenomen, la descrie- 
rea lui lócala sau momentaná. 

Sá incercám acum sá punem problema invers. Cunos¬ 
cind densitatea in fiecare punct a unei bare neomogene, 
sá determinám masa barei. 
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Deoarece densitatea variazá ín mod continua, presu- 
punerea cá bara ar fi omogená este cu atit mai apropiatá 
de realitate, comporta o eroare cu atit mai mica, cu ctt 
bara este mai mica. Insá, neputind modifica lungimea 
barei, vom presupune cá bara este omogená pe por^iuni, 
cu alte cuvinte existá o diviziune D a intervalului [a, b] 
ín intervale partíale a = x 0 < x x < ... < x¡ < x i+1 < 
< ...< x„ =b, astfel íncít portiunea [x¡, x i+1 ] este omo¬ 
gená, oricare ar fi i =0, 1,..., n — 1. Aceasta ínseamná 
cá ín fiecare punct al intervalului [x¡, x ¡+1 ] densitatea 
este aceeasi, de pildá egalá cu valoarea ei ín punctul x¡. 
In acest caz, masa portiunii [x ; , x i+1 ] este egalá cu pro- 
dusul dintre lungimea acestei portiuni si densitatea ei, 
adicá cu f(x¡)(x i+1 — x¡) (prin f(x) notám densitatea ba¬ 
rei ín punctul x). Masa (aproximativá) a barei este 

S(D) = f(a)( Xl - a) + f( Xl )(x 2 - x t ) + ... + 

+ — x„_,) 

si aceasta masa aproximativá este cu atít mai apropiatá 
de masa exactá a barei, cu cít lungimile intervalelor divi- 
ziunii D sínt mai mici. Síntem deci condusi, pentru a 
elimina eroarea provenitá din aproximarea pe care am 
fácut-o, sá considerám un sir de diviziuni D n , pentru care 
lim \D„\ =0. Masa exactá a barei va fi data de limita 

sirului 

SiDJ, S(D 2 ), ..., S(D m ) . 

Dupa cum vedem, operatiile prin care, pornind de la 
densitatea punctualá a barei, determinám masa ei, sínt, 
din punctul de vedere al formei lor, exact aceleasi pecare 
le-am folosit pentru a determina aria portiunii din plan 
delimitatá de o curbá, cínd se cunoaste ordonata fiecá- 
rui punct al curbei, sau pentru a determina lucrul mecanic 
al unei forte atunci cínd se cunoaste márimea forjei in fie¬ 
care punct. Deci, cunoscínd densitatea, masa se obtine 
printr-un proces de integrare. Dacá f(x) este densitatea 
barei ín punctul x, atunci masa barei este 



O trásáturá comuna tuturor exemplelor considérate 
este trecerea de la descrierea lócala punctualá sau instan- 
tanee a unui fenomen la descrierea lui ín mare, adicá 
tocmai procesul invers derivárii, care, dupa cum am vá- 
zut mai sus, ne dá posibilitatea sá trecem de la descrierea 
globalá a unui fenomen la descrierea lui localá. 

Aceastá trásáturá a procesului de derivare apare nu 
numai cínd se defineste densitatea; ea apanine oricárui 
proces de derivare, si semnificafia derivárii stá tocmai ín 
aceastá trásáturá. Deci, integrarea si derivarea sint douá 
procese opuse, inverse unui altuia, a$a cum sínt opuse 
operatiile de adunare si scádere sau cele de ínmulfire §i 
tmpártire. latá un tablou care reda acest aspect al deri¬ 
várii si integrárii: 


Característica localá 

integrare 

derivare 

Característica globalá 

Ordonata punctului de abs¬ 
cisa x de pe graficul functiei 
f(x) >0 definitá pe [a, b\. 

integrare 

derivare 

Aria porfiunii din plan 
delimitatá de dreptele 
x — a, x — x $i curba 

y = /«■ 

Viteza unui mobil la fiecare 
monent t (a < t < b). 

integrare 

derivare 

Spafiul parcurs de mo¬ 
bil ín intervalul de 
timp de la momentul 
t*=a la momentul t *=t 
(a < t < b). 


integrare 

derivare 

Masa totalá a porfiunii 
[a, x] din bará. 

Aria secfiunii perpendiculare 
pe axa de rotafie íntr-un corp 
descris prin ratafia de 360 3 a 
curbei y — f(x) (a < x < b, 
f(x) > 0) ín jurul axei Ox. 

integrare 

derivare 

Volumul corpului de 
rotafie corespunzátor 
segmentului [a, x], 

(a < x < b). 

Densitatea punctualá a unei 
sarcini electrice liniare dis- 
tribuite pe [a, b\. 

integrare 

derivare 

Sarcina eléctrica totalá 
pe porfiunea [o, x], 
unde a < x < b. 

Márimea forfei f(x) pentru 
fiecare x (a < x < b). 

integrare 

derivare 

Lucrul mecanic total 
al forfei f de la a la x 
(a < x < b). 
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Sub acest raport, al trecerii de la aspectul local la as- 
pectul global al unui fenomen, notiunea de integralá con- 
stituie punctul de plecare al uneia dintre cele mai impor¬ 
tante ramuri ale analizei matematice: teoria ecuatiilor 
diferentiale. A integra o funche f(x) ínseamná a gási o 
alta functie F(x ) a carei derivatá este f(x), adicá F'(x) = 
~f(x). O astfel de ecuatie, in care necunoscuta este o 
functie, anume F(x), si aceastá functie intervine prin 
derivata ei, se numeste o ecuatie diferentialá. Dar legá- 
tura íntre aspectul local si cel global al unui fenomen nu 
este data totdeauna sub aceastá forma simplá. Nenumá- 
rate probleme de geometrie, de fizicá, de chimie etc. 
conduc la legáturi mai complícate intre aspectele lócale 
si cele globale, adicá la ecuatii diferentiale mai complícate 
decit cea de mai sus. Studiul acestor ecuatii este deosebit 
de important pentru descrierea matematicá a fenomenelor 
naturii, si teoria Ior este una dintre cele mai delicate ale 
majematicii moderne. 

In cadrul scolii matematice románesti existá bógate 
traditii privind studiul ecuatiilor diferentiale. Amintim 
arel teza de doctorat a Tui Simion Stoilow, contributiile 
lui Nkolae Cioránescu, ale academicienilor Mirón Nico- 
lescu, Grigore Moisil si Nicolae Teodorescu si ale profe- 
sorului Ciprian Foias (in domeniul ecuatiilor diferen- 
tíale cu derívate partíale), precum si teza de doctorat a 
lui Antón Davidoglu si contributiile lui V. M. Popov, 
membru corespondent al Academiei, si ale profesorilor 
I. Barbálat, C. Corduneanu si A. Halanay (in domeniul 
ecuanilor diferentiale ordinare). 


MOMENTUL CAUCHY 

In prezentarea de mai sus, am lásat deoparte únele as¬ 
peóte existentiale, calitative sau care t¡n aproape exclu- 
siv de dezvoltarea interná a teoriei integralei. Aceste as¬ 
peóte au fost studiate abia atunci cind analiza matema¬ 
ticá a atins un grad mai ínalt de dezvoltare, anume in- 
cepínd cu a doua jumátate a secolului trecut. Am urmárit 
doar sá explicám geneza uneia dintre cele mai importante 
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notiuni ale matematicii, rádácinile ei adínci in realitate. 
In cele ce urmeazá vom urmári mai departe evolutia ideii 
de integralá, arátínd ce a determinat, de fiecaredatá, 
lárgirea vechiului cadru, punínd accentul de fiecare data 
pe aspectele intuitive privind legátura teoriei integralei 
cu ceea ce este ín atara ei. 

La ínceputul secolului trecut, Cauchy era preocupat de 
integrarea functiilor continué. In acest scop, el a folosit 
sume de tipul 

(/) =£ /(*;)(*;+! — x¡) (4) 

¿=o 

(unde A este diviziunea a — x 0 < x 1 < ... < x¡ < x¡ +1 
< ... < x„ = b, iar / este o funche continua pe [a, b]) $i 
a demonstrat cá existá un numár natural / cu proprietatea 
urmátoare: pentru orice s > 0 existá r¡ > 0, astfel incít 
oricare ar ti diviziunea A de normá inferioará lui r¡, avem 
| o A (/) — /1 < s. Súmele de tipul (4) se numesc sume 
Cauchy, integrabilitatea tn sensul definit mai sus se nume- 
ste integrabilitate Cauchy, iar numárul I se numeste in- 
:egrala Cauchy a functiei / pe [a, b]. Rezultá cá orice 
íunctie continuá este integrabilá Cauchy. Pe de altá parte, 
;e stie cá o functie continuá pe un interval admite primi- 
tivá pe acest interval, adicá existá o functie derivabilá. 
3, astfel incit G' — g pe 1. Fie F o primitivá a functiei /. 
3 teoremá celebrá a lui Leibniz si Newton — teoremá 
:are, intr-un anumit caz particular, a fost prezentatá tn 
paragraful precedent — ne asigurá cá valoarea I a in¬ 
tegralei lui / pe [a, b] este tocmai diferenta F(b) — F(a). 
Su alte cuvinte, atíta timp cit ne restringen! la clasa 
functiilor continué, procesul de derivare si cel de integrare 
(asa cum a fost conceput de Cauchy) apar efectiv ca douá 
procese duale, tn concordanfá cu schema generalá a proce- 
selor de derivare si integrare, schemá descrisá ín paragra¬ 
ful precedent. 

MOMENTUL RIEMANN 

Dar dezvoltarea analizei matematice a condus, incá din 
prima jumátate a secolului trecut — ín special prin teo¬ 
ría seriilor trigonometrice — la considerarea functiilor 
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discontinué. Serii trigonometrice dintre cele mai simple 
au ca suma functii discontinué. Este suficient sá ne amin- 
tim cá ínsási functia lui Dirichlet, egalá cu 1 pentru x 
rational si cu 0 pentru x irational, este suma unei serii 
trigonometrice si tocmai acest fapt 1-a determinat pe 
Dirichlet s-o considere. 

Dar, asa cum ín studiul seriilor de puteri un rol funda¬ 
mental íl joacá derivata, ín studiul seriilor trigonometrice 
nu ne putem dispensa de notiunea de intégrala. Coeficientii 
unei serii de puteri se exprima cu ajutorul sumei seriei, 
folosind operafia de derivare. Coeficientii unei serii tri¬ 
gonometrice convergente pe un interval J se exprima 
uneori cu ajutorul sumei acestei serii, folosind operaba 
de integrare pe J. Aceasta presupune deci cá functia- 
sumá se poate integra. Trebuie deci sá imaginám un pro- 
cedeu de integrare care sá se aplice si functiilor disconti¬ 
nué, deoarece suma unei serii trigonometrice nu este tot- 
deauna r functie continua. 

Ideea lui Riemann a fost aceea de a considera procedeul 
ut'Hzat <D Cauchy ín integrarea functiilor continué si de 
a stabili limítele de aplicabilitate a acestui procedeu. 
Deci, ín ti;np ce Cauchy ísi dádea o functie continué ar¬ 
bitrará si-si propunea s-o integreze printr-un procedeu 
fixat, Riemann ísi da o functie despre care nu mai presu¬ 
pune cá este continué, ci doarcá i se poate aplica procedeul 
de integrare propus de Cauchy. O astfel de functie primeóte 
numele de functie integrabilá Riemann, iar intégrala ei 
este intégrala Riemann (a se vedea si sfírsitul capitolu- 
lui I’) Deci ín timp ce Cauchy este preocupat de calcu- 
lul integralei unei functii continué, Riemann ísi índreaptá 
atentia principalá asupra ideii de integrabilitate. In 
fapt, Riemann nu consideré chiar sume de tipul (4), ci 
niste sume de o formé mai generalá si anume: 

(/> li) =E/(£;)(*;+(5) 

i-a 

unde x¡ x i+l , pentru 0 i <; n — 1. O functie / 

este deci integrabilá Riemann pe [a, b], dacá existá un 
numár / cu urmátoarea proprietate: oricare ar fi e > 0 , 
existá 7)>0, astfel íncít dacá norma diviziunii A este mai 


134 



mica decit v¡, atunci 1 1 — a A (/, £,) | < e, oricare ar fi va- 
lorile pentru carex¡ x ¡+1 (0 i <; n —1). Nu- 

márul I se numeste intégrala Riemann a funcRei / pe [a, b]. 

Dupa Riemann, efortul matematicienilor s-a índreptat 
spre caracterizarea structuralá a functiilor integrabile 
Riemann, pentru a se stabili, in felul acesta, cít de mult 
depáseste clasa functiilor integrabile Riemann pe aceea a 
functiilor continué. Punctul culminant al acestui efort 
este marcat de un rezultat — astázi clasic — datorit lui 
Lebesgue si care constituie una dintre cele mai frumoase 
teoreme ale analizei matematice. Lebesgue a demonstrat 
cá o functie márginitá este integrabilá Riemann pe [a, b ], 
dacá si numai dacá ea este continuá aproape peste tot pe 
[a, b). Amintim cá o proprietate punctualá are loe aproape 
peste tot, dacá púnetele ín care ea nu se verificá alcátuiesc 
o multime de másurá nulá, adicá (a se vedea si capitolul I) 
o multime A, cu proprietatea cá pentru orice numár s > 0 
se poate gási o familie cel mult numárabilá de intervale 
de lungimetotalá inferioará lui s, care acoperá multimea A. 
Este destul sá observám cá exista muRimi infinite (chiar 
nenumárabile), care sínt de másurá nulá, pentru ca sá ne 
dám seama cá clasa functiilor integrabile Riemann este 
mult mai largá decit clasa functiilor continué. In particu¬ 
lar, orice funejie cu variare márginitá este integrabilá 
Riemann. 

Oricárei functii / integrabile Riemann pe [— n, ti] i 
se asociazá o serie Fourier-Riemann, adicá o serie trigono¬ 
métrica 


00 

— + (a„cos nx + ¿?„sin nx) 

2 n=l 

ai cárei coeficienti a„ fi b„ sínt da{i de expresiile 

a„ — — f(x)cosnxdx, b„ = — C" f(x )sin nxdx, 

7 Z J—K TZ J—71 

unde intégrala este consideratá in sensul lui Riemann. 
In particular, oricárei functii cu variare márginitá pe 
[—7t, 7r] i se asociazá o serie Fourier-Riemann pe [—m, tt]. 
O teoremá clasica a lui Jordán afirmá cá aceastá serie 
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este convergentá ín fiecare punct si admite ca suma pe 
f(x) in orice punct x in care f este continua; in plus, con¬ 
vergerá seriei este uniformé pe orice subinterval compact 
ín care funcRa este continué. 


.DIVORTUL* DINTRE PRIMITIVA $1 INTEGRALA 

Am vázut cá pentru o funche f continua pe [a, b], inté¬ 
grala de la a la b se obtine fácínd diferenta valorilor pri- 
mitivei lui / in púnetele b si a. Tocmai ín aceastá proprie- 
tate stá íntreaga fecunditate a calculului diferenRal si 
integral clasic. Extensiunea adusá de Riemann ideii de 
integrabilitate, lárgind considerabil clasa funcRilor care 
se pot integra, pune ínacelasi timpo problemá gravé: o func- 
tie integrabilá Riemann admite totdeauna primitivá? 
In cazul afirmativ, mai este ín vigoare aici o formula 
de tipul Leibniz-Newton? Trebuie sé spunem cá ráspunsul la 
prima intrebare este negativ, deci problema a doua nu 
se mai pune. Este suficient sé ne gindim la funcRa lui 
Riemann, definitá pe [a, b ] (a > 0) ín felul urmétor: 

0 , dacá x este iraRonal 

—. dacá x = —. unde p si q sint 
9 9 

numere íntregi, q > 0, 
iar p si q sint prime íntre ele. 

Aceastá funche este evident márginitá, iar muRimea 
punctelor e¡ de discontinuitate coincide cu muRimea punc- 
telor rationale din [a, b], deci esteomuRime numérabilá. 
Dar o muRime numérabilá este de másurá nula deci, in 
baza teoremei fundaméntale a lui Lebesgue, semnalatá 
in paragraful precedent, furnRia consideratá este inte¬ 
grabilá Riemann pe [a, b]. Pe de alta parte, aceastá func- 
tie admite in fiecare punct rational o discontinuitate de 
prima specie (avem f(x —0) —f(x + 0) =0 pentru orice 
x din [a, 6]), deci / nu admite primitivá (conform unei 
teoreme care afirmé cá discontinuitáRle unei funcRi derí¬ 
vate nu pot fi de prima specie). 
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Acest exemplu aratá cít de mult se poate deosebi o 
funche integrabilá Riemann de o functie care admite pri¬ 
mitiva. Existá insá o situare de compromis: Dacá o func¬ 
tie /, integrabilá Riemann pe [a, b], admite primitiva 
— fie ea F —■ pe [a, b\, atunci 

f(x)dx = F(b) - F(a). 

Pentru a ne asigura cá aceastá teoremá constituie un pro- 
gres real in raport cu formula lui Leibniz-Newton pentru 
functii continué, este necesar sá dám un exemplu de func¬ 
tie integrabilá Riemann pe [a, b] care nu este continué pe 
[a, b], dar admite primitivá pe [a, 6]. Un astfel de exemplu 
este functia 

1 2xsin——eos — , dacá 
0, dacá x = 0 

Aceastá functie este márginitá si admite un singur 
punct de discontinuitate (in origine), deci este integra¬ 
bilá Riemann pe orice interval compact. In acelasi timp 9 
admite primitivá pe orice interval; functia F data de 

I x-sin — , dacá x =£ 0 
* 

0, dacá x = 0 


este o primitivá a functiei 9. 

Jinind seamá cá existá derívate discontinué (functia 9 
de mai sus constituie un astfel de exemplu), este natural 
sá ne íntrebám dacá existá derívate neintegrabile Rie¬ 
mann. Este de la sine inteles cá aceastá problema devine 
interesantá numai dacá ne restríngem la derívate márgi- 
nite, deoarece o derivatá nemárginitá pe un interval com¬ 
pact nu va avea nici o sansá sá fie integrabilá Riemann 
pe acest ¡nterval. Primul exemplu de derivatá márginitá, 
neintegrabilá Riemann, a fost dat la sfirsitul secolului 
trecut de cátre matematicianul italian Vito Volterra. Nu 
vom reproduce aici acest exemplu, deoarece un exemplu 
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tnai elementar si mai puternic este furnizat de o con- 
structie imaginatá de catre matematicianul román Dimitrie 
Pompeiu. Fie 

/« (6) 

n= 1 ^ 

unde {r„} este un sir format cu numerele ratónale din in- 
tervalul compact [a, b). Se aratá relativ usor cá seria din 
membrul al doilea din (6) este convergentá pe [a, b\, iar 
functia / este continua si strict crescátoare pe [a, b]. Re- 
zultá cá / este inversabilá pe [a, b], iar inversa ei, fie 
ea g, este continué si strict crescátoare pe [/(a), /(';)]. 
Mai mult decft atít, se aratá cá g este derivabilá pe [f(a), 
/(&)], iar derivata g', desi márginitá, nu este integrabilá 
Riemann pe nici un subinterval compact al lui [f(a), f(b)]. 
(Exemplul lui Volterra este acela al unei derívate márgi- 
nite h, neintegrabile Riemann pe [a, b], dar orice inter¬ 
val confinut ín [a, b) contine un subinterval compact, pe 
care h este integrabilá Riemann.) Recent, un matema- 
tician american, Andrew Bruckner, reluind si continuínd 
cercetárile lui Pompeiu, a reusit sá dea un exemplu de 
derivatá márginitá, discontinué aproape peste tot. Acest 
exemplu aratá cít de mult se poate deosebi o derivatá már¬ 
ginitá de o derivatá integrabilá Riemann (aceasta din 
urmá este obligatoriu continué aproape peste tot). 


DOUÁ IDEI ALE LUI LEBESGUE 

Am adunat destule probe pentru ca sá putem afirma cá 
analiza matematicá are nevoie de o intégrala mai gene- 
ralá decft aceea fn sensul lui Riemann. Sá mai semnalám 
faptul cá existá serii trigonometrice convergente, a cáror 
suma nu este o funche integrabilá Riemann pe intervalul 
de convergentá. In sfírsit, sá mai amintim faptul cá si 
problema calculului lungimii unei curbe rectificabile a 
condus la necesitatea de a se considera o intégrala mai 
generalá decft intégrala Riemann (vezi capitolul III). 
Oastfel de integralá mai generalá, care avea sá dea ráspunsuri 
cel pufin partíale la tóate problemele ín fata cárora inte¬ 
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grala Riemann se dovedea neputincioasá, avea sa fie in- 
trodusá la ínceputul secolului nostru de catre matemati- 
cianul francez Henri Lebesgue. Intégrala introdusá de 
cátre Lebesgue constituie cel mai de seamá eveniment 
din íntreaga dezvoltare a teoriei integralei de la Riemann 
§i piná in zilele noastre. Insá, ínainte de a o prezenta, 
sá incercám sá reconstituim, mácar cu aproximare, mersul 
gtndirii lui Lebesgue. 

Dupa cum se poate constata din capitolul III, Lebes¬ 
gue obisnuia sá se inspire in inventiile sale matematice 
din cele mai simple intuitii pe care le oferá realitatea 
imediatá. Observínd cu atentie procedeele utilízate ín 
matemática elementará, spiritul critic al lui Lebesgue 
índepárta cu curaj orice element neesential, chiar dacá 
acesta era intrat atít de mult in obisnuintá, incit nimeni 
nu se mai intreba asupra rostului sáu. 

Sá ne intoarcem, pentru un moment, la procedeul de 
integrare folosit de Riemann. Fiind datá o funcfie realá f 
definitá pe [a, b], Riemann asociazá fiecarei diviziuni 
A = (a = x 0 < Xj < ... < x¡ < x i+1 < ... < x„ = b) expre- 
siile de forma 

(/■ 5 i) = £ ¡mx^i - x t ). ( 7 ) 

i - 0 

Din punct de vedere geometric o sumá Riemann (adicáo 
sumá de forma ( 7 )) reprezintá aria unui anumit domeniu 
poligonal D¿(f, Í¡), care se obtine printr-o reuniune finita 
de domenii dreptunghiulare D¡ (i = 0 , 1 , ..., n — 1 ), baza 
lui Di fiind de márime x i+ 1 — x¡, iar ináRimea fiind 
egalá cu Procesul de integrare riemannianá revine, 
din punct de vedere geometric, la o aproximare a ariei por- 
tiunii din plan delimitóte de axa absciselor, dreptele 
x — a, x = b si graficul funcfiei considérate prin ariile 
domeniilor poligonale D A (/, 5 ¡) (vezi fig. 4 IV). In fapt, in- 
tegrabilitatea Riemann a functiei f revine la existenfa si 
finitudinea limitei 

lim aria D A (/, 

v(Ap)-»0 
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si la independenta acestei limite atit de sirul de diviziuni 
A f de norma tinzínd la zero, cít si de valorile interme¬ 
diare 5? (0 < i < n — 1). 

Dupa cum vedem, ín procesul de integrare riemannianá 
un rol central íl au diviziunile A ale intervalului de defi¬ 
niré a functiei /. Dar o diviziune A revine la o partitie 
finita a intervalului [a, b] ín subintervale, deoarece orice 
diviziune A induce o astfel de partitie si invers. Deci púne¬ 
tele din [a, b\ sínt clasifícate aici luínd drept criteriu 
ordinea lor de la stínga la dreapta, pe intervalul [a, b\. 
De exemplu, multimea de rang i a acestei partifii este 
alcátuitá din púnetele din [a, b] care nu sínt la stínga 
punctului de abscisa x¡, dar se aflá la stínga punctului 
de abscisa x i+1 . 

Lebesgue a observat cá acest criteriu al ordinii de la 
stínga la dreapta (adicá al ordinii induse de márimea 
abscisei) este un rezultat al rutinei, el nefiind cerut de 
esenta problemei integrárii. In fapt, adoptarea acestui 
criteriu este chiar nepracticá, asa cum nepractic este sá 
numárám o sumá de bani ín ordinea íntímplátoare ín 
care monezile sínt scoase din buzunar. Numárátoarea 
devine mult mai simplá dacá grupám ín prealabil, mone¬ 
zile punínd laolaltá pe cele de 1 leu, de 3 lei, de 5 lei si 
asa mai departe. Sá observám ínsá cá ín timp ce numárá¬ 
toarea fácutá la íntímplare avea un carácter mai elemen¬ 
tar, implicínd doar operatii de adunare, numárátoarea 
dupá a doua metodá, a grupárii monezilor dupá valoarea 
lor, este ceva mai pujin elementará, implicínd si operatii 
de ínmultire. 

Analogía de mai sus, imaginatá chiar de Lebesgue, este de 
naturá sá ne cáláuzeascá pasii mai departe. Ordinea íntím¬ 
plátoare ín care monezile sínt scoase din buzunar este ordi¬ 
nea — íntímplátoare, neesentialá pentru problema inte¬ 
grárii — de la stínga la dreapta, a punctelor din [a, b]. 
Gruparea monezilor dupá valoarea lor ne sugereazá gru- 
parea punctelor din [a, 6] dupá valorile corespunzátoare 
ale functiei /. Deoarece o functie ia ín general o infinítate 
de valori, iar noi dorim ca numárul grupelor pe care le for- 
mám sá fie finit, vom proceda ín modul urmátor. Presupu- 
nínd, pentru simplificare, cá functia / este márginitá, vom 
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considera un interval [ A,B\ cu proprietatea A<m<iM<B, 
unde m §i M sint marginile funct-iei / pe [a, b], Vom con¬ 
sidera apoi o diviziune 8 = (m = y a <y x < ... <y¡<y¡ +1 < 
< ... < y m = Ai) si vom asocia acestei diviziuni sirul 
de multimi E u , E v ..., E¡, E¡ +1 , ... E„_ v unde multimea 
E¡ contine exact acele puñete x din [a, b], pentru care 
y¡¿€f(x) < y¡+v Muljimile E¡ ( 0 <; ¿<m)sint disjuncte 
douá cite douá, iar reuniunea lor este toemai intervalul 
[a, b], deci ele defínese o partiré a lui [a, b]. Dar, asa cum 
numárátoarea banilor devine mai practica sacrificind ceva 
din caracterul elementar al operatiilor, observám cá in 
procedeul de mai sus natura multimilor E¡ este, in general, 
mai complicatá decit a multimilor corespunzátoare din 
procedeul lui Riemann; íntr-adevár, acestea din urmá sint 
totdeauna intervale (anume, intervalele [x 0 , x t ), [x v x 2 )..., 
[x¡, x i+1 ), ..., [x„_ 2 , x„_ t ) si [x„_ v x„]), in timp ce multi- 
mile E¡ se complicá o data cu tunc{ia /. 

Sá vedem acum in ce fel se poate valorifica ideea de mai 
sus in generalizarea si ameliorarea procesului de integrare. 
Lebesgue si-a dat seama — si aceasta este a doua mare idee 
pe care acest savant a introdus-o in teoría integralei — cá 
teoría integralei trebuie precedata de o teorie generala a 
másurii multimilor, o teorie care sá ne invete sá dám un 
sens conceptului de másurá pentru multimi cit mai gene- 
rale, asa cum matemática elementará ne invajá sá definim 
lungimea unui interval, aria unui domeniu poligonal si 
volumul unui domeniu poliedral. 

Bineinteles cá o astfel de teorie generala a másurii va 
trebui sá satisfacá anumite cerinte logice si intuitive. De 
pildá: sá furnizeze pentru intervale, domenii poligonale 
sau poliedrale aceeasi másurá pe care o furnizeazá si ma¬ 
temática elementará; fiind datá o descompunere a unei 
multimi másurabile A intr-un numár finit sau numára- 
bil d emultimi disjuncte A¡, de asemenea másurabile, má- 
sura lui A sá fie egalá cu suma másurilor multimilor A¡ 
(proprietatea de aditivitate). 

Despre multimile cárora li se poate atribuí o másurá (vom 
vedea in paragraful urmátor cum anume se poate construí 
o teorie a másurii) vom spune cá sint másurabile. Despre o 
functie/ pentru care muljimile {x; a<; /(x) <¡ 3 } sint má- 
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surabile, oricare ar fi numerele a si (3 (inclusiv cazurile 
a = — oo, p = + °o), vom spúne cá este o funche 
másurabilá. Aceastá definitie a másurabilitátii unei func- 
tii se inspira, dupá cum se poate vedea usor, din natura 
multimilor E¡ de mai sus; tntr-adevár, avem E¡ = {x; 
y¡ *Cf( x ) < y¡+ih deci functia f este másurabilá, atunci 
putem atribuí multimilor E¡ o másurá, fie aceasta m(E¡). 
Acum este suficient sá formám súmele 


s»(/) = J2 y¡ m ( E ¿ 

i = 0 

(8) 

m—1 

s 6 (/) = ¿2 y* 

i = 0 

(9) 


sume care constituie un analog al sumelor Darboux din 
teoría integralei Riemann (ase vedea capitolul III). Le-am 
putea numi sume Darboux-Lebesgue; suma (8) este o suma 
Darboux-Lebesgue inferioará, iar suma ( 9 ) este o suma 
Darboux -Lebesgue superioará. Ca si la súmele Darboux 
obisnuite, avem si aici inegalitatea 

s*(/) < S 6 (f). 

Continuind aceastá analogie cu súmele Darboux obisnuite 
fi observfndcá nici o suma s 6 ,, nu poate intrece o sumá S 8 „ 
(exercitiu!), vom spune cá func(ia / este integrabilá Lebes¬ 
gue pe [a, b] dacá marginea superioará a sumelor Darboux- 
Lebesgue inferioare este egalá cu marginea inferioará a 
sumelor Darboux-Lebesgue superioare. Putem da de pe 
acum o teorema care aratá puterea si elegan(a noului tip 
de integrabilitate: orice func(ie márginitá si másurabilá 
pe [a, 6] este integrabilá Lebesgue pe [a, b\. Intr-adevár, 
avem 

m—1 

Sa(/) — s b(f)= ¿ (y¡+ 1 — y¡)m(E¡) 

i = 0 

deci, pentru diviziuni 8 cu norma mai mica decít s>0, 
avem 

m— 1 

Sf,(f) — s b (f) < z m(Ej). 

1 = 0 
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Insá, tinínd seama de proprietatea de aditivitate a má- 
surii, avem 

m—i 

J 2 = b —a, 

i = 0 

deci 

s 6 (f) - S 6 (/) < e(b - a), 

oricare ar fi diviziunea 8, de norma mai mica decit e, a 
intervalului [A, B]. Asadar 

sup s b (f) = inf S(f) 

8 8 

si functia f este integrabilá Lebesgue pe [a, fc]. 

Insá succesu! procedeului de mai sus depinde de posibili- 
tatea de a definí o notiune de másurá ín raport cu care ciasa 
functiilor másurabile sá cocina o parte cít mai mare din- 
tre funcfiile uzuale si, bineínteles, sá continá tóate functiile 
¡Htegrabile Riemann. Aceastá problema a tosí rezolvatá 
la inceputul secolului nostru de cátre Lebesgue, si ei íi 
dedicám paragraful urmátor. 


MÁSURA LEBESGUE 

Pentru comoditate, ne vom restringe la muRimi ale drep- 
tei numerice, dar cititorul isi va da usor seama cá toateconsi- 
deratiile se extind la mulfimi din plan sau din spafiu. 

Matemática elementará ne invafá sá atribuim o lungime 
oricárui interval,oarie oricárui domeniu poligonal, un volum 
oricárui corp poliedral. Vom presupune aceste lucruri cuno- 
scute, totusi observám cá si aici sint únele aspecte delicate, 
peste care un íncepátor ín matematicá trece fárá a manifesta 
prea multá exigenfá. Vom ilustra aceastá situare prin 
douá exemple. 

Dacá definim aria unui triunghi ca jumátate din produ- 
sul unei laturi prin inálfimea corespunzátoare, atunci pen¬ 
tru a legitima definida pusá, este necesar sá arátám cá 
produsul dintre o laturá a unui triunghi si tnáltimea cores¬ 
punzátoare nu depinde de latura consideratá. Mai departe, 
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definind aria unui poligon ca suma a ariilor triunghiuri- 
lor in care se descompune poligonul considerat, este nece- 
sar sá arátám cá valoarea acestei sume nu depinde de modul 
in care se face descompunerea poligonului ín triunghiuri 
(exista o infinítate de descompuneri de acest fel). De o- 
bicei, matemática scolará trece usor peste lucruri de acest 
fel, dar ín cár(ile mai amánuntite si mai riguroase (cum 
este, deexemplu, tratatul de geometrie elementará (—citat 
In capitolul III — al marelui matematician francez 
Jacques Hadamard) aceste problemesint cercetate cu toatá 
atenfia. Neplácut ín aceste situare nu este atít faptul cá 
astfel de probleme nu sínt rezolvate ín cadrul manualelor 
scolare (probabil cá cel pu|in la clase mai mici nici nu este 
cazul sá se facá asa ceva), cít faptul cá nu reusim sá dezvol- 
tám la elevi (si uneori nici la studen(il) acel grad de exi- 
genfá care sá-i conducá sá-si puná singuri asemenea pro¬ 
bleme. Exigenfa fafá de defini(ii este foarte scázutá la cei 
mai mul(i íncepátori ín matematicá. Chiar mul(i dintre 
elevii si studenfii sírguinciosi, care urmáresc cu grijá des- 
fásurarea unei demonstra(ii matematice, cáutínd sá-i ínfe- 
leagá fiecare pas, mediteazá insuficient asupra definitii- 
lor care se introduc ín matematicá, hránindu-se (poate sub- 
constient) cu ideea gresitá cá definitiile matematice sínt 
arbitrare. Tn fapt, o defini(ie matematicá sintetizeazá o 
índelungatá experienfá intuitiva si lógica, ea constituie 
una dintre modalitátile prin care matemática ísi trage seva 
din lumea ínconjurátoare. 

Sá ne íntoarcem acum la problema másurii. Este limpede 
cá punctul de plecare íl vor constituí multimile pentru 
care stim sá definim másura. Pe dreaptá, singurele mulfimi 
de acest fel sínt intervalele. Insá, de aici nu-i decít un pas 
píná la definiría unei másuri pentru orice mulfime a aces¬ 
tei drepte, care se poate reprezenta ca o reuniune finitá 
sau numárabilá de intervale. O astfel de mulfime A se poate 
reprezenta totdeauna ca o reuniune finitá sau numárabilá 
de intervale /„ disjuncte. Notínd cu a„ §i b n extremitátile 
intervalului /„ (n = 1 , 2 , ...), vom definí másura m(A) 
a multimii A prin egalitatea 

m(A)=f^(b K -a n ). (10) 

n= 1 
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Se poate aráta cá valoarea m(A) nu depinde de modul ín 
care multimea A este descompusá ín intervale disjuncte. 
Prin definijia pusá n-am fácut decit sá postulám, sá impu- 
nem (íntr-un caz particular) proprietatea de aditivitate a 
másurii, proprietate care ísi are rádácinile ín experienta in¬ 
tuitiva pe care au dobíndit-o oamenii relativ la operaba 
de másurare. 

Fie G o multime a dreptei care se poate reprezenta ca o 
reuniune finita sau numárabilá de intervale deschise $i 
disjuncte douá cite douá. DespreGse spune cá este o multi- 
me deschisá. Ei i se atribuie o másurá prin relafia (10) de 
mai sus, deoarece orice mulfime deschisa este detipul mul- 
timilor A la care ne-am referit. 

Insá nu orice parte a dreptei numerice este o muidme 
deschisa. De exemplu, multimea punctelor de abscisa ració¬ 
nala nu este deschisa. Vom incerca atunci un proces de 
aproximare a unei multimi arbitrare prin multimi des¬ 
chise. Fie £ o multime oarecare a dreptei numerice. Exista 
eel pufin o multime deschisa care contine pe £: aceasta 
este dreapta numérica. Sá considerám, pentru fiecare mul¬ 
time deschisa G care contine pe £, másura m(G) definitá 
de (10). Deoarece, oricare ar fi G, valoarea m(G) este nene- 
gativá, rezultá cá multimea valorilor m(G) obtinute pen¬ 
tru tóate multimile deschise G care contin pe E este o mul¬ 
time márginitá inferior si deci, conform unei teoreme cunos- 
cute din analiza matemática elementará, ea admite o mar¬ 
gine inferioará. Aceasta margine inferioará o vom nota 
m e (E) si o vom numi másura exterioará a multimii E: 

m e (E) = inf m (G). (11) 

G □ E 

Urmátoarele douá proprietáti pot fi usor verifícate de 
cátre cititor: 1) dacá A este un interval, atunci m(A) data 
de (10) coincide cu lungimea obisnuitá a lui A; 2) pentru 
orice multime A, care este o reuniune finita sau numára¬ 
bilá de intervale disjuncte (ín particular, pentru orice mul¬ 
time A deschisá), avem m(A) = m e (A). 

Pentru a ajunge la conceptul de másurabilitate Lebesgue, 
ne vom concentra atentia asupra diferentei G— E, unde £ 
este o multime arbitrará, iar G este o multime deschisá 
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arbitrará, care confine pe £. Deoarece conceptul de másurá 
exterioará are sens pentru orice mulfime a dreptei numerice, 
el va avea sens si pentru G —£; deci are sens expresia 
m e (G — E). Másurabilitatea mulfimii E revine, in concepfia 
lui Lebesgue, la posibilitatea de a alege mulfimea deschisá G 
care confine pe E in asa fel, íncit másura exterioará a lui 
G — E sá fie oricit de mica dorim. Mai precis, mulfimea £ 
este másurabilá (ín sensul lui Lebesgue), dacá pentru fie- 
care numár pozitiv £ exista o mulfime deschisá G care con¬ 
fine pe £ si pentru care m e (G —£)< s. Pentru orice mul¬ 
fime £ másurabilá Lebesgue másura ei Lebesgue este egalá, 
prin definifie, cu másura exterioará a lui £ si se noteazá 
m(E). 

Un intreg program de cercetare se impune acum. Astfel, 
se demonstreazá cá orice interval si orice mulfime deschisá 
sint mulfimi másurabile Lebesgue. Másura Lebesgue a unui 
interval coincide cu lungimea sa, ¡ar másura Lebesgue a 
unei mulfimi deschise coincide cu cea datá de (10). Fiind 
dat un sir £ t , £ 2 , £„, .., de mulfimi másurabile Lebes¬ 

gue, reuniunea lor £ este de asemenea másurabilá Lebesgue. 
Dacá ín plus, mulfimile £„sínt disjuncte douá cite douá, 
atunci m(E) == m(E l ) — m(£ 2 ) — ... -j- m(E„) -r ... (pro- 
prietatea de aditivitate numárabilá a másurii Lebesgue). 
Dacá mulfimile A si B sínt másurabile Lebesgue si dacá 
AcB, atunci m(A) ■< m(B) (proprietatea de monotonie a 
másurii Lebesgue); íntr-adevár, avem B — A\J(B — A) 
deci, ín baza proprietáfii de aditivitate, m(B ) — m(A) # 
— M(B — A) si, finínd seama cá másura Lebesgue nu 
poate lúa valori negative, rezultá cá m(A)<l m(B). Sá mai 
observám cá orice mulfime A de másurá nula (ín sensul eon- 
siderat ín teorema lui Lebesgue de integrabilitate rieman- 
nianá) este másurabilá Lebesgue si m(A) = 0. Reciproc, 
dacá m(A) = 0, atunci A este de másurá nulá. 


CÍT DE LARGA ESTE CLASA HULJIHILOR 
MÁSURABILE LEBESGUE! 

Acum, dupá ce cunoastem conceptul de másurabilitate 
introdus de Lebesgue, se pune in mod natural urmátoarea 
intrebare: Este acest concept suficient de larg pentru ca 
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orice mulfime a dreptei numerice sá fie másurabilá? In ca- 
zul contrar, este clasa mulfimilor másurabile Lebesgue sufi- 
cient de larga, de bogatá, pentru ca ea sá ínglobeze tóate 
mulfimiie care intervin in problemele importante de mate¬ 
mática, mulfimi a cáror Jntindere se cere a fi másuratá? 

Sá ne ocupám mai intíi de prima íntrebare. Ráspunsul 
la ea este negativ, dupa cum a arátat la inceputul secolului 
nostru (nu mult timp dupa introducerea de catre Lebesgue 
a conceptului de másurabilitate) matematicianul italian 
Vitali. Demonstraba lui Vitali este atit de ingenioasá fi 
de instructiva, atít de semnificativá din punct de vedere 
metodologic si chiar filozofic, incit nu ne putem opri de 
a o expune aici. 

Inainte de a trece la demonstraba lui Vitali, vom menfio- 
na o proprietate toarte importantá a másurii Lebesgue, 
proprietate care va interveni esenfial in cele ce urmeazá: 

Dacá mulfimea H se obfine din mulfimea £ printr-o 
translabe si dacá E este másurabilá Lebesgue, atunci H 
este de asemenea másurabilá Lebesgue si m(H) = m(E). 

Intr-adevár, este suficient sá observám mai intíi cá teo¬ 
rema este adeváratá in cazul in care £ si H sint intervale. 
De aici rezultá cá teorema este adeváratá si pentru mulfimi 
deschise, deoarece másura unei mulfimi deschise se ex¬ 
prima, prin retaba (10), cu ajutorul lungimilor unor inter¬ 
vale. Insfírsit, din faptul cá //se obfine din £ printr-o trans- 
lafie, rezultá cá orice mulfime deschisá care confine pe H 
(sau pe £) se obfine, printr-o translabe, dintr-o mulfime des¬ 
chisá care confine pe £ (respectiv pe H), si teorema rezultá 
in toatá generalitatea ei. 

Vom numi proprietatea de mai sus proprietatea de inva- 
riantá a másurii Lebesgue in raport cu o transíale. 

Sá considerám mulfimea A a punctelor din intervalul 
[O, 1] si sá introducem in A o relafie de echivalenfá, dupá 
cum urmeazá. Douá puñete din A sint echivalente, dacá 
abscisele lor diferá printr-un numár rafional. Tinind seamá 
cá mulfimea numerelor rafionale este numárabilá, rezultá 
cá fiecare clasá de echivalenfá este o mulfime numárabilá. 
Insá mulfimea A este, dupá cum se stie, nenumárabilá; 
deci mulfimea claselor de echivalenfá este si ea nenumá¬ 
rabilá (deoarece o reuniune numárabilá de mulfimi numá- 
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rabile este de asemenea o multime numárabilá). Presupu- 
nind cá s-a introdus in fiecare clasá de echivalentá o anumi- 
tá corespondenfá biunivocá cu multimea numerelor natu- 
rale, sá notám cu A„ multimea care contine, din fiecare 
clasá de echivalentá, exact acel element care este asociat 
numárului natural n. Rezultá cá fiecare multime A„ este 
nenumárabilá, si 

A = UA n . (12) 

n= 1 

Vom demonstra cá printre multimile A„ exista cel pufin 
una care nu este másurabilá Lebesgue. Vom proceda prin 
reducere la absurd. Sá admitem cá tóate multimile A„ sint 
másurabile Lebesgue. Dacá am avea m(A„) = 0 pentru n = 
= 1 , 2 , ... ar rezulta, ín baza proprietátii de aditivitate 
numárabilá a másurii Lebesgue, cá m(A) = 0, ceea ce ar 
veni ín contradicfie cu faptul cá A este un interval de lun- 
gime egalá cu 1. Existá deci cel putin o valoare a lui n — 
fie ea p (dar nu putem preciza valoarea lui p ) — pentru 
care m(A t )>0. Sá punem, pentru simplitate, A p = B. 
Avem deci m(B)>0. Sá notám cu B„ multimea obtinutá 

din B printr-o transíale de márime — • (Aceasta ínseamná 

n 

cá abscisele punctelor din B„ sínt de forma % + — , unde 

n 

x parcurge pe B.) In baza proprietátii de invarianfá a másu¬ 
rii Lebesgue ín raport cu o transíale, rezultá ca fiecare mul¬ 
time B„ este másurabilá Lebesgue si m(B„) = m(B) (n = 
= 1 , 2 , ...). 

Vom aráta acum cá multimile B n sínt disjuncte douá 
cite douá. Intr-adevár, sá admitem cá existá un punct a 
común multimilor B s si B t , desi s =/= /. Din apartenenja 
lui a la B s rezultá existenta unui element b din B, pentru 

care a = b + — . Din apartenenta lui a la B, rezultá 
s 

existenta unui element c din B, pentru care a = c + —. 

Rezultá cá í> + — = c + — » unde s si í sint numere 
s t 
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naturale, deci diferenta b — c este un numár racional, 
deci b si c aparan aceleiasi clase de echivalentá. Dar sá nu 
uitám cá B este egalá cu multimea A p , deci cu o muidme 
care con|ine cite un element $¿ numai cüe unul din fiecare 
clasá de echivalentá; deci b = c, de unde rezultá cá s = t. 
Am ajuns astfel la o contradictie (prin ipotezá, s =/= t) deci 
multimile B„ sint disjuncte douá cite douá. 

O ultima observare relativa la multimea B n : din faptul 
cá B este continutá in A rezultá cá fiecare muidme B„ este 
continutá in intervalul [0, 2], 

Folosind proprietátile stabilite mai sus si bazíndu-ne 
pe proprietatea de aditivitate numárabilá a másurii Le- 
besgue, rezultá (notind cu D reuniunea mulfimilor B „): 
m(D) = m(B 1 ) 4- m(B 2 ) — m(B„) + ... = m(B) + 

4 m(B) + ... 4- m(B) + ... — 4- oo. Insá multimea D 
este continutá in intervalul [0,2], deci, in baza proprie- 
tátii de monotonie a másurii Lebesgue, másura Lebesgue a 
multimii D nu poate fi mai mare ca 2. Am ajuns astfel la o 
contradictie, care aratá cá cel pu{in una dintre multimile A„ 
(dar nu stim care anume dintre ele!) nu este másurabilá 
Lebesgue. Teorema lui Vitali este astfel demonstratá. 

Sá facem acum citeva observatii pe marginea demonstra- 
tiei de mai sus. Ceea ce atrage in primul rind atentia este 
caracterul ei neefectiv, neconstructiv. Demonstratia nu 
furnizeazá un exemplu individual de multime nemásurabilá 
Lebesgue. Trebuie sá spunem cá matematicianul polonez 
Waclaw Sierpinski, reluínd si aprofundind demonstratia 
de mai sus, a reusit sá arate, intre áltele, cá tóate multi- 
mile A„ sint nemásurabile Lebesgue. Dar nici prin acest 
fapt existenta multimilor nemásurabile Lebesgue nu a cá- 
pátat un carácter constructiv. Intr-adevár, sá ne amintim 
cum am obtinut multimile A„. A fost necesar, in prealabil, 
sá fixám in fiecare clasá de echivalentá o anumitá cores- 
pondentá biunivocá cu multimea numerelor naturale. Dar 
exista o infinítate de clase de echivalentá, deci nu putem 
lúa pe rind fiecare clasá pentru a alege, pentru fiecare in 
parte, o corespondenfá biunivocá cu multimea numerelor 
naturale, deoarece in felul acesta nu am termina niciodatá. 
Totusi, noi am admis existenta acestei infinitáti de alegeri, 
fárá decare demonstratia nu ar fi putut continua. In postula- 
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rea existenféi acestei infinitá^i de alegeri se ascunde unul 
din faptele primare, deosebit de profunde, ale rafionamente- 
lor cu multimi infinite, fapt descoperit de catre matemati- 
cianul german Ernst Zermelo in primul deceniu al secolu- 
lui nostru. Zermelo a observat cá numeroase modalitáfi de 
rationament utilízate !n studiul mulfimilor infinite revin, 
ín ciuda aparentei lor diversitáfi, la una si aceeasi schemá: 

Fiind data o familie Cf de multimi nevide §i disjuncte, 
exista o mulfime A care confine cite un element si numai 
unul din fiecare muidme a lui Cf. 

Multa vreme matematicienii au incercat sá demonstreze 
acest enunf, sá-1 transforme intr-o teorema, dar tóate íncer- 
cárile au e§uat si enuntul a ramas in matemática sub denu- 
mirea de Axioma alegerii sau axioma lui Zermelo. Nu este 
greu de vázut cá existenfa mulfimilor A„ din demonstraba 
luí Vitali se bazeazá tocmai pe utilizarea axiomei lui Zer- 
meio. 

Pentru a da o imagine mai ciará despre natura acestei 
axiome, sá considerám urmátorul exemplu. Sá asociem fie- 
cárei funcfii reale /, de o variabilá realá, funcfia opusá —/. 
Sá considerám mulfimea M a cuplelor </,— f> si sá 
ne propunem sá construim o mulfime N care confine cite 
un element si numai unul din fiecare cuplu. Incercarea de 
a construí o astfel de mulfime nu reuseste, dar axioma ale¬ 
gerii ne asigurá de existenta mulfimii N. 

Se pune ín mod natural íntrebarea dacámu cumva, folo- 
sind o altá metodá de demonstrare decít cea propusá de 
Vitali, nu am putea stabili, pe o cale constructiva, exis¬ 
tenta mulfimilor nemásurabile Lebesgue. Dar, desi cunoa- 
$tem ín prezent numeroase cái care conduc la existenfa 
mulfimilor nemásurabile Lebesgue, nici una din aceste 
cái nu poate evita folosirea axiomei alegerii. Cu alte cuvinte 
mulfimile nemásurabile Lebesgue sint dincolo de grani- 
fele matematicii efective, constructive. 

Astázi, natura logicá a axiomei alegerii este complet elu- 
cidatá. In urmá cu aproape trei decenii, matematicianul 
de origine austríaca Kurt Gódel a demonstrat cá axioma 
alegerii nu poate fi infirmatá, in sensul cá dacá sistemul 
de axiome al teoriei mulfimilor este necontradictoriu (nici 
acest fapt nu este incá elucidatl), atunci el rámine necon- 
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tradictoriu prin adáugarea, ca o nouá axioma, a axiomei 
alegerii. In urina rezultatului luí Gódel, devenea ciar cá 
nu ne puteam astepta la o teoremá care sá afirme falsitatea 
axiomei alegerii. Mai rámtnea sá se lámureascá situaba 
negafiei axiomei alegerii. In urmá cu citiva ani, matemati- 
cianul american Paul Cohén a rezolvat aceastá problema, 
demonstrind cá dacá sistemul de axiome al teoriei mulfimi- 
lor este necontradictoriu, atunci el rámfne necontradicto- 
riu prin adáugarea, ca o nouá axiomá, a negafiei axiomei 
alegerii. Pentru acest rezultat, precum si pentru alte rezul- 
tate, Paul Cohén a fost distins la Congresul international al 
matematicienior din 1966, de la Moscova, cu medalia Fields, 
cea mai ínaltá distinctie internationalá care se acordá, 
pentru descoperiri ín domeniul matematicii, exclusiv mate- 
maticienilor sub 40 de ani. 

Combinind rezultatele lui Gódel si Cohén, rezultá cá 
axioma alegerii constituie o propozitie independentá, in 
sensul cá nici ea, nici negafia ei nu sint contradictorii. Avem 
deci douá matematici, una care adopta axioma alegerii, 
alta care adoptá negaba ei. Existenfa multimilor nemá- 
surabile Lebesgue a fost stabilitá in cadrul primei. 

Situaba axiomei alegerii este deci asemánátoare, ín teo¬ 
ría multimilor, cu aceea a postulatului lui Euclid in geo- 
metrie; rezultatele lui Gódel si Cohén corespund descope- 
ririlor lui Lobacevski si Bolyai. Insá, in timp ce domeniul 
geometriilor neeuclidiene este destul de ciar conturat, avem 
deocamdatá o imagine destul de confuzá despre cele douá 
matematici corespunzátoare adoptárii, respectiv neadop- 
tárii axiomei alegerii. In buná másurá, aceastá situare 
este datoritá faptului cá nu dispunem de o evidentá ciará 
a propozitiilor matematice in a cáror demonstrare inter¬ 
vine axioma alegerii si. chiar in cazul multor propozitii 
despre care sintem constienti cá au fost stabilite cu ajuto- 
rul axiomei alegerii, nu stim dacá ele n-ar putea fi stabi¬ 
lite si fárá aceastá axiomá. 

Teorema lui Vitali ne atrage atenfia asupra dificultátii 
de a ne intilni cu mulfimi nemásurabile Lebesgue. Aceastá 
situare este confirmatá de un ansamblu de teoreme relative 
la comportarea multimilor másurabile Lebesgue fatá de 
diferite operatii cu multimi. Astfel, se demonstreazá cá 
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orice reuniune finita sau numárabilá si orice intersecfie 
finitá sau numárabilá de multimi másurabile Lebesgue sínt 
de asemenea multimi másurabile Lebesgue, iar diferenfa a 
douámul{imi másurabile Lebesgue estemásurabilá Lebesgue. 
Orice muidme finitá sau numárabilá este de másurá Lebes¬ 
gue nulá, orice interval este o muidme másurabilá Lebesgue. 
Multimi le fntílnite ín mod curent in analizá se obtin, pornind 
de la intervale, prin aplicarea de un numár oarecare de ori 
a operatiilor de reuniune finitá sau numárabilá, intersec- 
tie finitá sau numárabilá si trecere la complementará. Ast- 
fel de multimi se numesc boreliene, dupá numele matema- 
ticianului francez Emile Borel, care le-a introdus. Borel 
a construit si o teorie a másurii pentru multimile care-i 
poartá numele, teorie care ia ca punct de plecare másura 
elementará a intervalelor. Dupá cum s-a putut aráta, orice 
muidme borelianá este másurabilá Lebesgue, iar másura 
ei Borel coincide cu másura ei Lebesgue. Existá insá mul¬ 
timi másurabile Lebesgue care nu sínt boreliene. Nu insis- 
tám asupra acestui fapt, deoarece el va fi tratat in capito- 
lul V, unde se va aráta cá únele probleme de analizá con- 
duc la considerarea unor multimi másurabile Lebesgue ne- 
boreliene. Se poate aráta cá familia multimilor boreliene 
este de puterea continuului, ín timp ce familia multimilor 
másurabile Lebesgue este de putere superioará continuului; 
cu alte cuvinte, prima dintre aceste familii poate fi pusá 
ín corespondentá biunivocá cu multimea numerelor reale, 
in timp ce a doua dintre ele nu poate fi pusá in coresponden¬ 
tá biunivocá cu nici o muliime de numere reale. 


CITE CEVA DESPEE MÁSURABI LITATE A LEBESGUE A FUNCTIILOR 

Acum, dupá ce am dobindit anumite cunostinte despre 
másurabilitatea §i másura Lebesgue a multimilor, sá ne 
intoarcem la problema care a cerut studiul acestei másura- 
bi 1 itáti, anume la problema másurabilitátii functiilor, 
asa cum a fost pusá ea de cátre Lebesgue. Ne amintim cá 
succesul metodei lui Lebesgue era cond¡t¡onat de posibili- 
tatea de a lárgi cít mai mult clasa multimilor pentru care 
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putem definí immod natural o másurá, ín asa fel íncít cit 
mai multe dintre func^i i le uzuale sá fie másurabile. 

Ne asteptám acum ca másura Lebesgue sá dea un rás- 
puns satisfácátor acestei probleme, deoarece multimile in- 
tilnite !n mod obisnuit ín analiza sint másurabile Lebesgue. 
Aceasta face ca si functiile intilnite in mod obisnuit sá fie 
másurabile Lebesgue, adicá sá fie de asa natura, íncit mul¬ 
timile de forma {x: a ■< f(x)<b} (aceste multimi se numesc 
multimile Lebesgue asocíate funcfiei /) sá fie másurabile Lebes¬ 
gue, oricare ar fi a si b (finite sau infinite). Sá schifám, pen- 
tru únele tipuri de functii uzuale, modul in care se stabi- 
leste másurabilitatea lor Lebesgue. Dacá / este continuá, 
orice mulfime Lebesgue a ei este intersectia dintre o mul- 
t¡me inchisá §i una deschisá, deci este másurabilá Lebes¬ 
gue. Dacá / este monótona, multimile ei Lebesgue sínt 
intervale, deci multimi másurabile Lebesgue. Se poate aráta 
cá operable algebrice de sumá, diferenfá si produs, aplícate 
functiilor másurabile Lebesgue, conduc tot la functii másu¬ 
rabile Lebesgue. Raportul dintre douá functii másurabile 
Lebesgue, dintre care a doua nu se anuleazá, este de asemenea 
o funche másurabilá Lebesgue. Aceste proprietáfi sínt na- 
turale, ele nu constituieo surprizá, deoarece le-am intilnit 
si la functii continué, si la functii derivabile, si la alte 
clase de functii studiate in analiza. Exista ínsá o 
proprietate care distinge net másurabilitatea Lebesgue 
de proprietátile de continuitate, derivabilitate sau integra- 
biiitate riemannianá. Se stie cá nici una dintre aceste din 
urmá proprietáti nu este invariantá prin trecere la limitá; 
limita unui sir convergent de functii continué (sau deri¬ 
vabile, sau integrabile Riemann) nu este obligatoriu o 
functiecontinuá(respectivderivabilá, integrabilá Riemann). 
Se poate aráta ínsá cá limita unui sir convergent de functii 
másurabile Lebesgue este totdeauna o funcfie másu¬ 
rabilá Lebesgue. Acest fapt conferá o deosebitá simplitate 
si eleganfá clasei functiilor másurabile Lebesgue; aceastá 
clasá este inchisá nu numai fatá de operatiile algebrei, 
dar si fafá de operatiile analizei (trecerea la margine in¬ 
fernará sau superioará; trecerea la limitá inferioará sau 
superioará). Dintre operatiile uzuale, numai una ne poate 
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scoate din clasa functiilor másurabile Lebesgue: operaba 
de suprapunere. Din faptul cá / este másurabilá Lebesgue 
pe [a, b\, iar g este másurabilá Lebesgue pe un interval 
care confine valorile lui /, nu rezultá cá functia h datá de 
h(x) = g(f(x)) este másurabilá Lebesgue pe [a, b ]. Mai muU 
decit atit, se poate aráta cá orice functie realá de o vari- 
abilá realá este o suprapunere a douá functii másurabile 
Lebesgue. Acest fapt produce dificultá|i in stabilirea teo- 
remelor de schimbare de variabilá la intégrala Lebesgue 
(se stie cá in aceste teoreme intervine operaba de suprapu¬ 
nere), dar dificultáti similare apar si atunci cind vrem sá 
stabilim teoreme cít mai genera le de schimbare de varia¬ 
bilá la intégrala Riemann, deoarece nici suprapunerea a 
douá functii integrabile Riemann nu este totdeauna o func¬ 
tie integrabilá Riemann (mai mult decit atit, se poate ará¬ 
ta cá orice functie realá, márginitá, de o variabilá realá, 
este suprapunerea a douá functii integrabile Riemann). 
Deci nu putem interpreta aceastá dificúltate ca o inferiori- 
tate a integralei Lebesgue fatá de intégrala Riemann. 

Folosind invarianta másurabilitátii Lebesgue fatá de 
operatiile algebrei si analizei, putem stabili noi clase de 
functii uzuale másurabile Lebesgue. Astfel, orice functie 
cu variatie márginitá este másurabilá Lebesgue, fiind dife- 
renta a douá functii monotone (deci másurabile Lebesgue). 
Orice functie derivatá este másurabilá Lebesgue, fiind li¬ 
mita unui sir convergent de functii continué (deci másura¬ 
bile Lebesgue). Orice functie semicontinuá este másura¬ 
bilá Lebesgue, fiind limita unui sir de functii continué. 
Se poate aráta cá si functiile integrabile Riemann sínt má¬ 
surabile Lebesgue. Deoarece, dupa cum am vázut, orice 
functie márginitá, másurabilá Lebesgue, este integrabilá 
Lebesgue si, tinind seama cá orice functie integrabilá Rie¬ 
mann este márginitá, rezultá cá orice functie integrabilá 
Riemann este integrabilá Lebesgue. Se poate aráta cá 
intégrala Riemann este egalá cu intégrala Lebesgue a 
functiei considérate, ceea ce aratá cá intégrala Lebesgue este 
o extensiune a integralei Riemann. Aceastá extensiune este 
efectivá, deoarece existá functii integrabile Lebesgue care 
nu sint integrabile Riemann. Astfel, functia egalá cu 1 
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pentru x rational fi egalá cu zero pentru x irational nu 
este integrabilá Riemann, pe nici un interval, deoarece 
ea e discontinua in orice punct, dar este integrabilá Lebes- 
gue pe orice interval, deoarece muRimea numerelor raci¬ 
ónale si multimea numerelor irafionale sínt multimi bore- 
liene, deci másurabile Lebesgue si, dupa cum se poate vedea 
usor, orice multime Lebesgue a funcfiei considérate se ob- 
t¡ne din aceste douá mulfimi prin operatii algebrice simple. 

Trebuie sá observám totufi cá chiar únele proprietáti 
studiate in analiza clasica pot conduce la functii nemásu- 
rabile Lebesgue. Nu vom insista aici asupra acestui fapt, 
mentionám doar cá exista functii cu proprietatea lui Dar- 
boux care nu sínt másurabile Lebesgue pe nici un interval. 

Modul in care s-a definit másurabilitatea Lebesgue a 
unei functii nu lasá sá se vadá usor in ce constá structura 
intima a unei functii másurabile Lebesgue. Aceastá struc- 
turá n-a putut fi detectatá decit cu mari eforturi, concre- 
tizate íntr-o teoremá a lui Luzin si o alta datoritá lui Den- 
joy si Stepanov. Teorema lui Luzin afirmá, in esentá, cá 
orice functie másurabilá Lebesgue admite o restrictie con¬ 
tinua pe o multime de másurá Lebesgue oricit de apropiatá 
de aceea a intervalului de definiré a functiei. (Fiind datá 
o functie /: A -> B si o multime D C A, prin restricta 
lui / la D se intelege funcfia 9: D -> B, pentru care 
<p(x) = f ( x )< oricare ar fi x e D. Mai precis, dacá f este 
másurabilá Lebesgue pe [a, b, ] atunci pentru orice numár 
pozitiv e existá o multime ínchisá F continutá in [a, b], 
astfel incit restricta lui / la F sá fie continuá iar másura 
Lebesgue a diferenfei [a, ¿j — F sá fie mai micá decit e. 
Precizámcá princontinuitatearestrictiei lui f la F se intelege 
faptul cá pentru orice x din F fi pentru orice sir x„ de 
puñete din F care tinde cátre x sirul f(x„) tinde catre f(x). 

Teorema lui Luzin permite sá se compare din punct de 
vedere structural functiile integrabile Riemann fi cele 
másurabile Lebesgue. In timp ce primele sint continué 
aproape peste tot, celelalte au o proprietate mai slabá, ín 
sensul cá proprietatea de continuitate nu are loe obligatoriu 
aproape peste tot, ci doar pe o multime de másurá oricit de 
apropiatá de aceea a intervalului de definiré; in plus, la 
functii másurabile continuitatea nu se referá la functia 
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consideratá, ci la restricta ei la o anumitá multime in- 
chisá. 

Putem micsora deseul din teorema lui Luzin, acea mul¬ 
time [a, b ] — F de másurá inferioará lui e. Insá aceasta 
nu se poate ob{ine decit cu pretul unei slábiri a proprie- 
tátii de continuitate, anume inlocuind continuitatea obis- 
nuitá prin continuitatea aproximativá sau asimptoticá 
(definiría acestei notiuni a fost data in capitolul I). Dupá 
cum s-a mentionat in capitolul I, Denjoy a demonstrat cá 
orice func|ie másurabilá este aproximativ continua aproape 
peste tot. Stepanov a demonstrat cá §¡ reciproca este 
adeváratá: orice funche aproximativ continua aproape 
peste tot este másurabilá Lebesgue. Deci másurabilitatea 
Lebesgue a unei functii este echivalentá cu continuitatea 
ei aproximativá aproape peste tot. 


O COMPARATIE INTRE INTEGRALA RIEMANN 
$1 INTEGRALA LEBESGUE 

Am vázut in paragraful precedent cá intégrala Lebesgue 
constituie o veritabilá extensiune a integralei Riemann. 
Totusi, din prezentarea datá pina aici nu putem cápáta 
inca o imagine mai clara a imensului progres pe care 1-a rea- 
lizat Lebesgue in teoría integralei. Ácest progres este atit 
de mare, íncit chiar in multe probleme relative la intégrala 
Riemann metodele promovate de Lebesgue duc mai 
repede si mai elegant la gásirea solutiei. 

In primul rind, trebuie sá eliminám douá restrict i i 
adóptate in expunerea de mai sus. ..Teritoriul" natural 
pe care se studiazá o funche másurabilá Lebesgue (si deci 
si intégrala Lebesgue) nu este un interval, ci o multime 
másurabilá Lebesgue. O examinare atenta a def in i t i i lor 
date conceptelor de funche másurabilá Lebesgue si de inté¬ 
grala Lebesgue aratá cá nicáieri nu a ¡ntervenit faptul cá 
teritoriul pe care se lucra era presupus un interval, ci 
doar proprietatea intervalelor de a f¡ muRimi másurabile 
Lebesgue. 

Nici restricta márginirii functiei nu este esentialá. 
Se poate extinde conceptul de integrabilitate Lebesgue 
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si la functii raásurabile nemárginite. Fie mai intii o func- 
tie / másurabilá Lebesgue §i pozitivá pe multimea másura¬ 
bilá £. Sá notám cu /„ functia egalá cu / in púnetele ín 
care valoarea lui / este mai mica decít n si egalá cu n 
ín celelalte puñete din E. $irul /„ este monoton crescátor 
(datoritá faptului cá functia f este pozitivá), iar functiile 
/„ sínt rnárginite si másurabile Lebesgue. Deoarece — 
dupa cum se poate aráta usor — intégrala Lebesgue po- 
sedá, ca si intégrala Riemann, proprietatea de monoto- 
nie, rezultá cá sirul care are ca termen de rang n intégrala 
Lebesgue a funefiei /„ pe multimea E este un sir mono¬ 
ton crescátor, deci are limita. Valoarea acestei limite 
devine, prin definitie, intégrala Lebesgue a functiei / 
pe multimea E. Dacá aceastá valoare este finitá, spunem 
despre functia / cá este integrabilá Lebesgue pe £. 

Fie acum o funche h másurabilá Lebesgue, dar in rest 
arbitrará, .definitá pe multimea másurabilá Lebesgue E. 
Ca orice funche realá, si functia h se poate serie ca 
diferentá a douá functii pozitive: h = /— g, unde / = 

= -i (¡/z| -j- h) si g — (\h\ — h). Nu este greu de vázut 

cá functiile / si g sínt másurabile Lebesgue. (Este su- 
ficient sá observám cá modulul unei functii másurabile 
Lebesgue este de asemenea o funche másurabilá Lebes¬ 
gue.) Vom spune cá functia h este integrabilá Lebesgue 
pe E, dacá functiile / si g sínt integrabile Lebesgue pe 
E. In acest caz, intégrala Lebesgue a functiei h pe E va 
fi, prin definitie, egalá cu diferentá integralelor Lebes¬ 
gue ale functiilor / $i g pe E. Dacá functia / (sau g) nu 
este integrabilá Lebesgue pe £, dar g (respectiv /) este in¬ 
tegrabilá Lebesgue pe £, vom spune cá intégrala Lebes¬ 
gue a functiei h este egalá cu + oo (respectiv cu — oo). 

Despre o funche integrabilá Lebesgue pe £ ín sensul 
generalizat de mai sus se obi§nuie§te uneori sá se spuná 
cá este sumabilá pe £. O teoremá importantá din teoría 
integralei Lebesgue afirmá cá o funche másurabilá Le¬ 
besgue pe £ este sumabilá pe £, dacá si numai dacá mo¬ 
dulul ei este o funche sumabilá pe £. 

Dupá cum se $tie, si intégrala Riemann admite o exten- 
siune la functii nemárginite sau pe intervale nemárginite. 
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Numind integrabilitatea Riemann de acest tip „integra- 
bilitate Riemann in sens generalizat“, este natural sá ne 
intrebám cum stá acest tip de integrabilitate ia\á de 
integrabilitatea Lebesgue, in forma extinsá din paragra- 
ful <de fa{á. Poate contrar asteptárilor, trebuie sá spu- 
nem cá integrabilitatea Riemann in sens generalizat 
nu implicá sumabilitatea Lebesgue. Pentru a ilustra 
aceastá asertiune, sá considerám funcfia 

I—, dacá x =/= 0 

/(*)={* 

[l, dacá x — 0 

Se stie cá aceastá funche este integrabilá Riemann 
in sens generalizat pe [0, oo), dar modulul ei nu mai are 
aceastá proprietate; mai precis, intégrala Riemann in 
sens generalizat a functiei |/| pe [0, oo] este egalá cu 
+ oo. De aici rezultá, cum e usor de vázut, cá si intégra¬ 
la Lebesgue a functiei |/| este egalá cu +oo pe intervalul 
[0, oo), deci cá func]ia |/| nu este sumabilá pe interva¬ 
lul [ 0 , oo). Insá, in baza teoremei amintite mai sus, 
aceasta implicá nesumabilitatea Lebesgue a functiei f 
pe [ 0 , oo). 

Cu acest prilej, ne-am íntilnit cu o situare care marcheazá 
o deosebire esenfialá intre intégrala Riemann in sens 
generalizat si sumabilitatea Lebesgue. Notiunea de se- 
miconvergentá, atít de importantá in studiul integralei 
Riemann in sens generalizat (a se vedea chiar exemplul 
func|iei / de mai sus), este absenta din teoría integralei 
Lebesgue. Trebuie insá sá remarcám cá chiar in teoría 
integralei Riemann in sens generalizat semiconvergenta 
apare numai in studiul functiilor de o variabilá; in ceea 
ce prívente functiile de douá sau mai multe variabile, 
datoritá caracterului mult mai restrictiv pe care-1 do- 
bíndeste in acest caz notiunea de convergentá a unei 
intégrale, o functie / este integrabilá Riemann in sens 
generalizat pe un domeniu D, dacá si numai dacá |/¡ 
este integrabilá Riemann in sens generalizat pe D. 

Asa acum intégrala Riemann poate fi studiatá ca o func¬ 
tie de intervalul pe care ea este definitá, intégrala Lebes¬ 
gue poate fi §i ea studiatá ca o functie de multimea má- 
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surabilá pe care ea este definitá. Se §tie, in acest sens, 
cá intégrala Riemann este o functie aditiva de interval. 
In ceea ce priveste intégrala Lebesgue, ea este aditiva 
nu numai ca functie de interval, ci si ca functie de mul- 
fime másurabilá Lebesgue si nu numai in raport cu un 
numár finit de multimi, ci si in raport cu o infinítate 
numárabilá de multimi másurabile Lebesgue. Mai precis, 
dacá E lt £ 2 , ..., £„,... sint multimi másurabile Lebes¬ 
gue disjuncte douá cite douá, atunci, notínd cu £ reu- 
niunea lor, orice functie / sumabilá pe £ este sumabilá 
pe fiecare £„ si avem 

C / = f / + C / + ...+ ( /+..., 

JE JE i jEz JE n 

unde intégrala este conceputá ín sensul lui Lebesgue. 

Aceastá proprietate de aditivitate imprima o deosebitá 
elegantá calculului unei intégrale Lebesgue. Vom ilus¬ 
tra aceastá asertiune prin douá exemple: Fie mai intii 
func(ia lui Dirichlet, la care ne-am mai referit ín capi- 
tolul de fatá: f(x) = 1, dacá x este rational, f(x) = 0, 
dacá x este irational. Am vázut cá aceastá functie este 
másurabilá Lebesgue; fiind si márginitá, ea este integra- 
bilá Lebesgue pe orice interval.Ne propunem sá calculám 
valoarea integralei lui f pe [a, b\. Fie A multimea puncte- 
lor de abscisá rafionalá din [a, b] si fie B multimea punc- 
telor de abscisá irationalá din acelasi interval. Multimile 
A si £ sint másurabile Lebesgue si avem, in baza pro- 
prietátii de aditivitate, 

SIMf+S/ 

Insá / este constant egalá cu 1 pe multimea A si constant 
egalá cu 0 pe B, deci 



Vom da acum un alt exemplu, care va aráta eficacitatea 
teoremei de aditivitate a integralei Lebesgue ca functie 
de multime, chiarincazul integralei Riemann. Fie functia 
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g — deja consideratá — egalá cu 0 in origine si in orice 

punct irajional si egalá cu—ín orice punct de abscisa 

<7 

— > unde p si q sintnumereíntregi primeíntreele, ¡arreste 
<? 

strict pozitiv. Funcjia g este continua in orice punct 
irational; fiind si márginitá, ea este integrabilá Riemann 
pe orice interval compact al dreptei numerice. Desigur 
cá ara putea evalúa intégrala Riemann a funcjiei g pe 
un interval [a, b] pornind chiar de la definijia integralei 
Riemann, adicá formind súmele Riemann corespunzá- 
toare si studiind comportarea lor. Dar mai rapid si mai 
elegant se objine valoarea integralei Riemann a funcjiei 
g pe [a, b\, dacá privim aceastá intégrala in accepfia 
ei de integralá Lebesgue. Intr-adevár, in acest caz, notind 
cu E muljimea punctelor de abscisá irafionalá din [a, b ], 
avem, in baza teoremei de aditivitate, 


\ b g = ( g + í g 

Ja JE J[a, b 


Dar muljimea [a, b] — E este de másurá nulá si este 
usor de vázut cá pe o muljime de másurá nulá intégrala 
Lebesgue a oricárei funcjii este egalá cu zero. Pe de alta 
parte, prima integralá din membrul al doilea este si ea 
egalá cu zero, deoarece funcjia g este identic nulá pe E. 
Asadar, intégrala lui g pe [a, b] este egalá cu zero. 

O alta proprietate importantá a integralei Lebesgue 
ca funcjie de muljime este proprietatea de continuitate 
absolutá. Mai intii trebuie sá observám cá integrabili- 
tatea Lebesgue este o proprietate ereditará, in sensul cá 
dacá ea are loe pe o anumitá muljime másurabilá, atunci 
are loe pe orice parte másurabilá a acesteia. Fiind data 
o funejie F(E) definitá pentru párjile másurabile ale lui A, 
vom spune cá ea este absolut continua pe A, dacá valoarea 
ei in modul devine oricit de micá dorim atunci cínd má- 
sura submuljimii £ a lui A este suficient de micá; mai 
precis, fiecárui numár pozitiv e ii corespunde un numár 
pozitiv 7), astfel íncít din E C. A si m(E) < t¡ sá rezulte 
| £(£) | < s. O teoremá fundamentalá afirma cá dacá 
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f este o funche sumabilá pe multimea másurabilá A, atunci 
intégrala Lebesgue 

F(E) =l f 

este o funche de multime absolut continua pe A. Aceastá 
proprietate nu constituie o surprizá, deoarece o intílnim, 
íntr-o alta variantá, ?i la intégrala Riemann. Dacá func- 
tia reala / de o variabilá reala este integrabilá — Riemann 
sau Lebesgue — pe [a, b\, atunci fungia 

F (x) =^J(t)dt 

este absolut continua pe [a, b ], in sensul cá pentru orice 
e > 0 existá un numár r¡ > 0, cu proprietatea cá dacá 
(%. bi), (a 2 , b 2 ), ( a„, b n ) constituie un sistem finit 

n 

de intervale disjuncte din [a, b], pentru care^ (b¡ —a¿) < r ¡, 

fei 

n 

atunci — f(a¡)) < s (a se vedea si capitolul III). 

Existá insá o deosebire esentialá íntre intégrala Rie¬ 
mann si intégrala Lebesgue, in favoarea acesteia din 
urina. Se poate demonstra cá aditivitatea numárabilá, 
impreuná cu continuitatea absolutá caracterizeazá func- 
tiile de multime care sint intégrale Lebesgue; mai pre- 
cis, fiind datá o functie F(E) definitá pentru tóate pár- 
|ile másurabile ale muRimii másurabile A, numárabil 
aditivá si absolut continua pe A, existá o functie realá / 
definitá si sumabilá pe A, astfel incit 

F(E) = \ E f 

pentru orice parte másurabilá £ a lui A. In schimb, 
existá functii absolut continué de punct, care nu sint in¬ 
tégrale Riemann si nu se cunoaste nici o caracterizare 
structuralá a functiilor de interval care sint intégrale 
Riemann (chiar in sens generalizat). 

O altá problemá ín care se manifestá superioritatea 
integralei Lebesgue fatá de intégrala Riemann este aceea 
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a trecerii la limita sub semnul integralei. Fiind dat un 
sir de functii reale {/„} ¡ntegrabile Riemann pe [a, b\, 
convergent pe [a, b] catre o funche /, este posibil ca func- 
tia / sá nu fie integrabila Riemann, iar ín cazul ín care 
f este integrabilá Riemann pe [a, b ], este posibil ca inté¬ 
grala func{iei / pe [a, b] sá nu fie egalá cu limita integra- 
lelor functiilor /„ ( n =- 1 , 2 , ...) pe [a, b]. Pentru ca aceste 
anomalii sá nu se producá, estesuficient ca in convergenfa 
sirului {/„} sá se manifesté proprietatea de uniformitate, 
cu altecuvinte pragul N din definitia convergentei acestui 
sir sá depindá numai de e, nu si de punctul x ales in [a, £>]. 
Este adevárat cá aceastá conditie de uniformitate este 
doar suficientá — nu $i necesará—pentru ca anomaliile 
semnalate sá nu se producá, totusi nu se cunoaste nici o 
conditie suficientá maí simplá si totodatá mai generala 
decit cea mentionatá. In schimb, o astfel de conditie 
mai simplá si mai generalá pentru trecerea la limita sub 
semnul integralei a putut fi gásitá pentru intégrala Le- 
besgue, si ea se enuntá in modul urmátor: dacá sirul 
de functii /„ sumabile pe £ converge pe £ cátre funcRa f 
si dacá functiile f„ sint egal majorate in modul de cátre 
o funche sumabilá g, atunci intégrala functiei f pe £ 
este egalá cu limita ¡ntegralelor functiilor /„ pe £. 

In cazul particular ín care £ este intervalul [a, b], iar 
sirul {/„} converge uniform pe [a, b], putem gási cu usu- 
rintá o functie sumabilá g care majoreazá pe [a, b\ fiecare 
funcfie |/„ j, íntr-adevár, fies>0. In virtutea convergen¬ 
tei uniforme, exista un numár natural N, astfel incit 
I f„(x) — f(x) < e pentru orice n > N e si pentru orice x 
din [a, ¿]. Inegalitatea obtinutá se mai poate serie 
f(x) — e < f„(x) < f(x) — s. Sá notám cu g(x) pe cel mai 
mare dintre numerele ¡\(x) ', f.,(x) ¡ N (.y) í, 

i j(x) — z ', í f(x) — z {. Functia g este sumabilá pe 
\a, b] si avem, pentru orice numar natural n si pentru orice 
x din [a. b], inegalitatea \f,,(x) Am demonstrat 

astfel cá dacá un sir {/„} de functii sumabile pe [a, b] 
converge uniform pe [a. />] catre functia /, atunci intégrala 
functiei f pe [a, b] este toemai limita ¡ntegralelor functiilor 
f„ pe [a, b). Exista ¡usa siruri de functii sumabile, conver¬ 
gente pe [«, /;], egal majorate ín modul de o functie su- 
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mabilá, dar care nu converg uniíorm pe [a, b]. Rezultá 
cá pentru trecerea la limita sub semnul integralei Lebes- 
gue dispunem de conditii practice mai pu(in restrictive 
decit cele folosite in cazul integralei Riemann. 

O altá problemá in care se maniíestá superioritatea 
integralei Lebesgue tata de intégrala Riemann este aceea 
a raportului dintre derivatá si integrabilitate. Ne amintim 
cá familia derivatelor integrabile Riemann este efectiv 
mai larga decit familia derivatelor continué, deci in orice 
caz intégrala Riemann constituie, in aceastá problemá, 
un progres in raport cu etapa Cauchy. Dar, dupa cum am ■ 
vázut, exista derívate márginite care nu sínt integrabile 
Riemann. Deoarece orice derivatá este o íunctie másura- 
bilá Lebesgue si orice funche márginitá si másurabilá 
Lebesgue este integrabilá Lebesgue, rezultá cá orice de¬ 
rivatá márginitá este integrabilá Lebesgue. Deci clasa 
derivatelor integrabile Lebesgue este efectiv mai larga 
decit clasa derivatelor integrabile Riemann. 

Fie acum o functie reala / integrabilá Riemann pe 
[a, b], Sá punem 

F(x) =£/(0 dt. 

O teoremá elementará din teoría integralei Riemann. 
afirmá cá F este derivabilá ín orice punct x in care f este, 
continué si avem F'(x) — f(x). Insá func(ia /, fiind inte¬ 
grabilá Riemann, este continué aproape peste tot, deci 
avem, aproape peste tot, F'(x) —f(x). Constatám deci 
cá divorful dintre primitiva si intégrala, care apárea ín 
teoría lui Riemann, nu este chiar atit de grav: intégrala, 
íncetind de a fi o „primitivá peste tot“, rámine totusi 
o „primitivá aproape peste tot“ a functiei care figureazá 
sub semnul integralei. 

Sá vedem ce se intimplá dacá func(ia / este integrabilá 
Lebesgue pe [a, b). In acest caz, íuncjia F este.absólut 
continué, si o teoremá clasica, datorita .de asemenea 
lui Lebesgue, ne asigurá ea o astfel de funcjie este deriva¬ 
bilá aproape peste tot. Mai mult decit atit, se aratá cá 
avem, aproape peste tot pe [a, f>], F'(x)='f (x). Dupa cum 
vedem, am obtinut pe o cale diferitá (aceastá cale putea 
fi folositá si pentru intégrala • Riemann) acelasi rezultat 
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ca si in cazul in care / este integrabilá Riemann pe [a, 6]. 
$i aici, intégrala este o ..primitiva aproape peste tot“ 
a funcRei care se integreazá. Dar existá alte aspecte sub 
care, §i aici, intégrala Lebesgue iR manifestá superiorita- 
tea fa{á de intégrala R iemann. Mai intii, trebuie sá observám 
cá multimile de másurá nula sínt „de efect nul“ ín procesul 
de integrare Lebesgue, ín sensul cáschimbarea comportárii 
unei funcRi peo muRime de másurá nula nu influenteazá 
nici másurabilitatea functiei, nici integrabilitatea ei si nici 
valoarea integralei Lebesgue a funcRei. In particular, este 
permis ca funcRa sá nici nu fie macar definitá (sau sá 
fie definitá ín mod arbitrar) in únele puñete ale terito- 
riului de integrare, cu condiRa ca aceste puñete sá formeze 
o muRime de másurá nulá. Acest fapt este deosebit de 
important, deoarece, pentru únele functii des íntílnite 
ín analizá, este asiguratá existenta derivatei aproape peste 
tot, dar nu peste tot. Asa se íntimplá ín clasa funcfiilor 
cu variaRe márginitá, care conRne subclase importante, 
cum ar fi: clasa funcRilor monotone, clasa funcRilor 
lipschitziene, clasa funcRilor absolut continué, clasa 
funcRilor singuiare. (O funcRe f este lipschitzianá pe 
[a, b], dacá existá o constantá X pentru care \f(x) — 
— f(y ) I X | x— y |, oricare ar fi x, y e [a, b], 
O funcRe <p este singuiará pe [a, 6], dacá este cu 
variaRe márginitá, iar derivata se anuleazá aproape 
peste tot, fárá a fi identic nulá. FuncRile absolut conti¬ 
nué au fost definite ín capitolul III). O teoremá clasicá 
a lui Lebesgue afirmá cá orice funcRe /, cu variaRe már¬ 
ginitá pe [a, b], este derivabilá aproape peste tot pe [a, b]. 
Este lipsit de sens sá punem problema integrabilitSRi 
Riemann a derivatei f' pe [a, b], deoarece integrabilitatea 
Riemann pe [a, b\ cere ca íuncRa consideratá sá fie de¬ 
finitá peste tot pe [a, b]. Este adevárat cá am putea com¬ 
pleta pe /' ín púnetele ín care ea nu existá, atribuindu-i 
valori arbitrare, de exemplu, considerínd funefia g egalá 
cu /' acolo unde /' este definitá si egalá cu zero in rest. 
Dar nimic nu ne asigurá cá printr-o altá completare a 
funcRei de exemplu, definind funcRa h egalá cu /' 
acolo unde f existá, si egalá cu 1 in rest, funcRile g^i/i 
ímpártá^esc aceeaR soartá din punctul de vedere al inte- 
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grabilitátii Riemann; se poate íntimpla ca una dintre aceste 
funcRi sá fie integrabilá Riemann pe [a, b], iar cealaltá 
nu. In schimb funcRileg si h (si orice alte funcRi obtinute 
prin prelungirea lui f) impártá$esc aceeasi soartá din 
punctul de vedere al integrabilitátii Lebesgue; ele sint 
tóate sumabile, atita vreme cit /— a§a cum am presupus 
— este cu variare márginitá pe [a, b]. Deci oricare ar 
fi funcRa f cu variare márginitá pe [a, b\, are sens si 
este finitá intégrala Lebesgue a derivatei /' pe [a, b], de§i 
este posibil ca /' sá nu fie definitá ín tóate púnetele din[a, b\. 

Sá mai observám faptul cá in timp ce intégrala Riemann 
se defineRe numai pe un interval, intégrala Lebesgue 
se poate definí pe orice muRime másurabilá A, iar funcRa 
F(E) (unde E este másurabilá R conRnutá ín A), data 
de valoarea integralei Lebesgue pe muRimea E, este o 
funcRe de muRime derivabilá aproape peste tot pe A, 
derivata F' (definitá ca fiind egalá cu lim F(E)/m(E) cind 
diam E -> 0 ) fiind egalá aproape peste tot chiar cu funcRa 
care se integreazá. 

Proprietatea funcRilor integrabile Lebesgue de a admite 
o „primitivá aproape peste tot“ se men(ine si la únele 
clase de funcRi másurabile care nu sínt integrabile Le¬ 
besgue. Astfel, Luzin a demonstrat cá fiind datá o funcRe 
realá f, másurabilá Lebesgue, definitá (eventual numai 
aproape peste tot) pe un interval (a, b) al dreptei numerice, 
existá o funcRe F continuá pe (a, b), derivabilá aproape 
peste tot pe (a, b) si astfel íncit F’(x) = f(x) aproape 
peste tot pe (a, b). Cu alte cuvinte, teorema care afirmá 
cá o funcRe continuá admite primitivá isi are corespon- 
dentul e¡ la funcRi másurabile, cu condiRa de a se ínlocui 
primitiva obisnuitá prin „primitiva aproape peste tot“. 
SituaRaaceasta apare oarecum fireascá, dacá ne amintim 
cá o func(ie realá, másurabilá, de o variabilá realá, este 
aproximativ continuá aproape peste tot. Púnetele de de- 
rivabilitate ale funcRei F evoca púnetele de cúntinui- 
tate aproximativá ale funcRei / si invers; dar fenomenul 
are un carácter statistic, neputíndu-se pune semnul ega- 
litáRi intre muRimea punctelor de derivabilitate ale 
lui F si muRimea punctelor de continuitate aproximativá 
ale lui f. Acest carácter statistic íl prezintá si legátura din- 
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tre o functie / integrabilá Riemann pe [a, 6] $i intégrala 
Riemann F(x) a lui / de la a la .v. Se stie, intr-adevár, 
cá F este derivabilá in orice punct de continuitate al lui 
/, dar nu se poate afirma cá f este continua in orice punct 
de derivabilitate al lui F. 

Am vázut, intr-un paragraf anterior al acestui capítol, 
cá ceea ce a transformat intégrala intr-un instrument 
de calcul deosebit de perfectionat si eficace a fost desco- 
perirea — de catre Leibniz si Newton — a posibilitátii 
de a reduce calculu! integralelor la calculul primitivelor. 
Aceastá posibilítate, concretizatá in celebra formula 
a lui Leibniz si Newton, presupune insá atit existenta 
integralei, cít si existenta primitivei functiei considérate. 
Conditiile acestea sint nu numai necesare, dar si suficiente 
pentru validitatea formulei lui Leibniz si Newton, atita 
vreme cít intégrala este conceputá ín sensul lui Riemann, 
iar primitiva este consideratá in sensul obisnuit. Intr-ade- 
vár, am vázut cá dacá f este o functie derivabilá, cu deri- 
vata integrabilá Riemann pe [a, b\, atunci intégrala 
lui /' de la a la b este tocmai diíerenta f(b) — f(a). Se 
pune in mod natural intrebarea dacá formula lui Leib- 
niz-Newton isi mentine validitatea atunci cínd primitiva 
in sensul obisnuit este ínlocuitá cu ..primitiva aproape 
peste tot“. Aceastá problema se pune atit pentru intégrala 
Riemann, cit si pentru intégrala Lebesgue. Mai intii insá 
trebuie sá observám cá in timp ce primitiva obisnuitá 
este unic determinatá — in afara unei constante aditive —, 
iar diferenfa f(b) — /(a) nu depinde de valoarea acestei 
constante, deci nici de alegerea primitivei, cu totul alt- 
fel se prezintá situafia in ceea ce priveste ..primitiva 
aproape peste tot“. Fárá sá intrám in detalii, vom semnala 
faptul cá existá funcfii continué, monoton crescátoare 
§i neconstante pe [a, b], a cáror derivatá este egalá cu 
zero aproape peste tot pe [a, b) (amintim cá existenta 
aproape peste tot a derivatei este asigurat^ pentru orice 
functie cu variatie márginitá, deci, in particular, si pentru 
functiile monotone). O astfel de functie se numeste o 
functie de tip Cantor. De aici rezultá imediat cá dacá F 
este o ..primitiva aproape peste tot“ a functiei f pe [a, b ], 
iar G este o functie de tip Cantor pe [a, b], atunci F + G 
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este de asemenea o „primitivá aproape peste tot“ a lui 
f pe [a, b]. Mai mult decit atít, exista o infinítate de functii 
de tip Cantor pe [a, b]. Deci diferenta F(b ) — F(a) nu 
este independentá de alegerea primitivei aproape peste 
tot si formula lui Leibniz-Newton ísi pierde valabili- 
tatea. Astfel, dacá / este functia identic nula pe [a, b], 
iar F este o funche de tip Cantor pe [a, b], F va fi o „pri- 
mitivá aproape peste tot“ a lui / pe [a, b], dar ín timp ce 
intégrala (Riemann sau Lebesgue) a lui / pe [a, b] este 
evident egalá cu zero, diferenta F(b) — F(á) este strict 
pozitivá (deoarece F nu este constantá, fiind totusi mo- 
noton crescátoare pe [a, b]). Asadar nu avem egalitate 
íntre diferenta F{b) — F(a) si valoarea integra leí Lebes¬ 
gue a functiei / pe [a, b]. Observám aici o nouá deosebire 
intre intégrala Riemann si intégrala Lebesgue, dar de 
data aceasta, deosebirea este ín favoarea celei dintíi. 
In timp ce formula Leibniz-Newton este adeváratá pentru 
orice derivatá integrabilá Riemann, aceastá formula 
ísi pierde valabilitatea atunci cínd este vorba de o de¬ 
rivatá integrabilá Lebesgue. 

Totusi, deficienta semnalatá mai sus nu este grava, 
deoarece in clasa „primitivelor aproape peste tot“ ale unei 
functii sumabile exista o subclasá ín raport cu care formula 
lui Leibniz-Newton ísi recapátá valabilitatea; este subclasa 
acelor „primitive aproape peste tot“ care sínt absolut 
continué. O teoremá importantá ne asigurá cá dacá douá 
functii absolut continué au aproape peste tot aceeasi 
derivatá, atunci ele diferá printr-o constantá. Deci, dacá 
/ este sumabilá pe [a, b], iar F si G sínt douá „primitive 
aproape peste tot“ absolut continué ale functiei f, atunci 
F(b) — F(a) — G(b) — G(a). In plus, se aratácá diferenta F(b )— 
— F(a) este egalá tocmai cu valoarea integralei Lebesgue 
a functiei / pe [a, b]. De exemplu, dacá / este o funche 
egalá cu zero aproape peste tot pe [a, b], subclasa „primi- 
tivelor aproape peste tot“ absolut continué ale lui / este 
formatá din tóate functiile constante pe [a, b] si avem 
(notind cu F o functie constantá pe [a, ¿>]), F(b) — F(a) = 
= intégrala lui f pe [a, b] = 0. 

Jinind seamá de rolul important al multimilor de má- 
surá nulá in teoría integralei Lebesgue, este natural sá 
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ne íntrebám dacá nu cumva orice functie integrabilá Le- 
besgue devine integrabilá Riemann prin modificarea 
convenabilá a valorilor e¡ pe o multime de másurá nulá. 
Ráspunsul este negativ. íntr-adevár, considerind pe in- 
tervalul [a, b] o multime P perfecta, rará si de másurá 
pozitivá, functia egalá cu 1 in púnetele din P si cu 0 
in rest este integrabilá Lebesgue pe [a, f>], dar nu coincide 
aproape peste tot cu nici o functie integrabilá Riemann, 
deoarece multimea punctelor de discontinuitate coincide 
cu P si, deci, este de másurá pozitivá. 

Sá observám, in íncheierea acestui paragraf, cá un as- 
pect important al superioritátii integralei Lebesgue in 
raport cu intégrala Riemann a fost prezentat in capitolul 
III, paragrafele 11 si 12. 


RÉPARATII DUPA O INJUSTITIE 

Cititorului atent al paragrafelor precedente nu i-a scápat 
probabil faptul cá in timp ce teoría integralei Lebesgue 
avea la bazá o teorie corespunzátoare a másurii mult¡- 
milor si functiilor, teorie pe care o valorificam inlocuind 
diviziunile orizontale (adicá ale intervalului de definitie) 
prin diviziuni verticale (adicá ale intervalului valorilor), 
teoría integralei Riemann era lipsitá de aceste douá avan- 
taje. Totusi, másurá Lebesgue a multimilor putea fi an- 
gajatá si fárá a recurge la partitii verticale; era suíicient 
ca fiind datá o multime A másurabilá Lebesgue, sá con- 
siderám o partitie a ei in multimi A v A 2 , másura- 
bile Lebesgue si sá formám, relativ la o astfel de par¬ 
titie. súmele de tip Riemann 

¿mm(A,), 

i 

unde / este o functie realá definitá pe A, iar apartine lui 
A¡ pentru i 1, 2, .... n. Mai departe, am fi putut 
definí integrabilitatea si intégrala, studiind comportarea 
sumelor de mai sus, exact dupa metoda lui Riemann. 
Dupá cum se observa, aceastá cale retine, dintre cele 
douá mari idei ale lui Lebesgue (inlocuirea diviziunilor 
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orizontale prin diviziuni verticale §i adoptarea, pe cale 
explícita, a unei teorii a másurii multimilor), numai 
una dintre ele. Consecintele adoptárii acestei caí au fost 
studiate si s-a constatat cá cel pufin pentru anumite clase 
particulare de functii, cum ar fi functiile reale de o varia- 
bilá reala, conceptul de integrabilitate care se obtine 
este exact cel al lui Lebesgue, iar intégrala obtinutá este 
chiar intégrala lui Lebesgue. O teorie de acest fel este nu- 
mitá, de obicei, „o teorie de tip Riemann a integralei 
Lebesgue". Aceastá teorie aratá cá operaba de inlo- 
cuire a diviziunilor orizontale prin cele verticale nu este 
necesará pentru a se obtine progresul scontat de Lebesgue, 
cel putin ín cazul ín care avem in vedere numai functii 
reale de o variabilá reala. Se poate insá arata cá aceastá 
operafie de ínlocuire nu este nici suficientá pentru a se 
obtine progresul realizat de intégrala Lebesgue. Intr-ade- 
vár, s-a putut construí o „teorie de tip Lebesgue a inte¬ 
gralei Riemann", aráttndu-se cá simpla ínlocuire a parti- 
tiilor orizontale prin cele verticale — íárá adoptarea 
másurii introduse de Lebesgue, ci a unei másuri mai 
rudimentare—duce tot la un concept de integrabilitate 
echivalent cu cel al lui Riemann. La obtinerea acestui 
rezultat, o contributie ínsemnatá a fost adusá de catre 
matematicianul román acad. prof. Mirón Nicolescu, mai 
íntíi íntr-un articol publicat in urmá cu peste treizeci 
de ani (Sur les fonctions mesurables (J) in „Bulietin des 
Sciences mathématiques", vol. 57, 1933, pp. 276—281), 
apoi in volumul al treilea al tratatului domniei sale de 
analiza matemática. 

Vom schita, in cele ce urmeazá, acest punct de vedere 
si rezultatele mai importante la care el conduce. 

Incá de la sfírsitu 1 secolului trecut, intégrala Riemann 
a fost legatá de o anumitá conceptie despre ideea de má- 
surá, conceptie datoritá lui Jordán. Pentru o multime E 
liniará de puñete, se ajunge la notiunea de másurabili- 
tate Jordán in felul urmátor. Fiecárui sistem finit de 
intervale disjuncte, continute ín E, i se asociazá suma lun- 
gimilor intervalelor sale, iar marginea superioará a su- 
melor astfel obtinute constituie, prin definitie, lungimea 
interioará a multimii E si se noteazá 1¡(E). Fiecárui sis- 
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íem finit de intervale disjuncte, care acoperá multimea 
£, i se asociazá suma lungimilor intervalelor sistemului, 
iar marginea inferioará a sumelor astfel obtinute consti- 
tuie, prin definitie, lungimea exterioará a multimii £ 
si se noteazá l e (E). Chiar din definitiile introduse re- 
zultá cá lungimea interioará a unei multimi nu poate 
intrece lungimea ei exterioará; dacá avem /¡(£) = /,(£), 
spunem cá multimea £ are lungime (sau este másurabilá 
Jordán), iar valoarea comuna a lungimilor interioará si 
exterioará se numeste lungimea multimii £ si se noteazá 
HE). 

Pentru multimi in plan se procedeazá íntr-un mod 
analog. Se defineste aria interioará a,(£) a unei multimi 
£ ca fiind marginea superioará a ariilor domeniilor po- 
ligonale continute tn £. Se defineste apoi aria exterioará 
a e (E) a multimii £ ca fiind marginea inferioará a ariilor 
domeniilor poligonale care contin multimea £. Avem 
totdeauna a¡(E) a c (£). Dacá avem chiar egalitate 

íntre cele douá arii, spunem cá £ are arie (sau este má¬ 
surabilá Jordán), iar valoarea comuna a ariilor interioará 
si exterioará se numeste másura Jordán sau aria multimii £ 
si se noteazá prin a(£). 

Dintre proprietátile másurii si másurabilitátii Jordán, 
amintim aici doar citeva: 

Másura Jordán este o funche nenegativá si monotoná 
de multime másurabilá Jordán (dacá A si £ sint másura- 
bile Jordán, AcB, atunci másura Jordán a lui A nu o 
intrece pe aceea a lui B). 

O multime este másurabilá Jordán, dacá si numai dacá 
frontiera ei este de másurá Jordán egalá cu zero. 

Complementara unei multimi másurabile Jordán este 
de asemenea másurabilá Jordán. 

Orice reuniune finitá si orice intersectie finita de mul¬ 
timi másurabile Jordán sínt de asemenea multimi má¬ 
surabile Jordán. Dacá, in plus, multimile sint disjuncte 
douá cite douá, atunci másura Jordán a reuniunii este egalá 
cu suma másurilor Jordán ale termenilor. Cu alte cuvinte, 
másura Jordán este o funche finit-aditivá de multime 
másurabilá Jordán. Aditivitatea numárabilá are si ea loe 
cu conditia (nu totdeauna indeplinitá!) ca reuniunea 
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mulfimilor considérate sá fie o mulfime másurabilá 
Jordán. 

Nu este greu de vázut cá másurabilitatea Jordán a 
unei mulfimi E implicá másurabilitatea ei Lebesgue 
si egalitatea dintre rn(E) si másura Jordán a Jui E. 

Pe dreaptá, inulfimea lui Cantor are lungimea egalá 
cu zero, dar mulfimea punctelor rafionale din (0, 1) nu 
are lungime, deoarece lungimea ei interioará este nula, 
iar cea exterioará este egalá cu 1. Acest exemplu aratá 
cá conceptul de másurabilitate introdus de Lebesgue 
este efectiv mai general decit cel introdus de Jordán. 
In orice caz, orice interval are lungime (in sensul lui 
Jordán), deci sintem in progres fafá de concepta elemen¬ 
tará asupra lungimii. 

Fenomene mai interesante au loe in plan. De exemplu, 
se poate aráta cá orice mulfime convexá din plan are arie. 
Pe dreaptá, teorema aceasta este adeváratá in mod banal, 
deoarece singurele mulfimi convexe sint aici intervalele. 
Tot in plan are loe o teoremá care dezváluie legátura pro¬ 
fundé dintre integrabilitatea Riemann si másurabilitatea 
Jordán. Fiind datá o funefie reala /, definitá si pozitivá 
pe intervalul [a, b], sá notám cu D¡ mulfimea punctelor 
ale cáror coordonate x, y satisfac inegalitáfile a ¿C x 
si 0< (/ < f(x). O teoremá clasica, datind incá de la sfir- 
§itul secolului trecut, afirma cá integrabilitatea Riemann 
a funefiei / pe intervalul [a, b] este echivalentá cu má¬ 
surabilitatea Jordán a mulfimii D¡. Dacá / este integra- 
bilá Riemann pe [a, b], intégrala Riemann a lui / pe [a, b] 
este egalá cu aria mulfimii D¡. 

Acest rezultat — ca si áltele, pe care nu le mai semnalám 
aici — a pus problema dacá nu cumva teoría integraiei 
Riemann n-ar putea fi cláditá pe teoría másurii Jordán, 
dupá modelul folosit de Lebesgue in definirea $i studie- 
rea integraiei sale cu ajutorul másurii Lebesgue. O datá 
adoptatá aceasta idee a lui Lebesgue, era inevitabil sá 
se adopte si cealaltá idee a sa, relativa la inlocuirea divi- 
ziunilor orizontale prin diviziuni verticale. In felul acesta, 
s-a ajuns la o teorie de tip Lebesgue pentru intégrala Rie- 
mann,teorieacáreidezvoltareincepeinjurulanului 1930. A- 
ceastá teorie trece,ca si teoría corespunzátoare a lui Lebesgue, 
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prin notiunea de „functie másurabilá Jordán", notiune 
care s-a cristalizat cu dificúltate, dupa multe dibuiri. 
Am putea spune chiar cá principalul efort, ín construirea 
acestei teorii, a fost índreptat cátre degajarea acelei 
clase de functii care sá indeplineascá aici rolul pe care func- 
tiile másurabile Lebesgue il au ín teoría integralei Le¬ 
besgue. Un memoriu nefericit din 1929 al matematicia- 
nului olandez J. Ridder (de altfel, autor a numeroase 
contributii ín teoría integralei), care crezuse cá notiunea 
de functie másurabilá Jordán se poate obtine din nofiunea 
de functie másurabilá Lebesgue prin simpla ínlocuire 
a másurabilitátii Lebesgue a multimilor prin másurabi- 
litatea lor Jordán, a dat un stimulent deosebit cercetárilor 
ín aceastá directie, confirmíndu-se din nou cít de fecunda 
poate fi uneori o gresealá. 

Cárei exigente trebuia sá-i ráspundá definida másura¬ 
bilitátii Jordán a unei functii? Aceastá definiré trebuia 
sá fie de asa naturá, íncít orice functie integrabilá Riemann 
pe [a, b] sá fie másurabilá Jordán pe [a, fr] (íntocmai 
dupa cum orice functie integrabilá Lebesgue este másu¬ 
rabilá Lebesgue) si orice functie márginitá si másurabilá 
Jordán pe [a, b ] sá fie integrabilá Riemann pe [a, 6] (ín- 
tocmai dupa cum orice functie márginitá si másurabilá 
Lebesgue pe [a, b] este integrabilá Lebesgue pe [a, b}). 
Deoarece másurabilitatea Lebesgue a unei functii f re¬ 
vine la másurabilitatea Lebesgue a multimilor (x; f(x) >a} 
pentru orice numár real a, Ridder definise (ín memo- 
riul amintit) másurabilitatea Jordán a func(iei / prin má¬ 
surabilitatea Jordán a acelorasi multimi. Nu micá a 
fost mirarea cítiva ani mai tirziu (prin 1933) cínd, prin 
exemple date concomitent de cátre mai muRi matemati- 
cieni (unul dintre exemple fiind datorat marelui matema- 
tician román S. Stoilow), s-a constatat cá, adoptíndu-se 
definifia propusá de Ridder, nici macar functiile conti¬ 
nué nu sint, tóate, másurabile Jordán. Intr-adevár, fie E 
o multime de tip Cantor, dar de másurá Lebesgue po- 
zitivá, construitá pe [0, 1], Dacá / este func(ia egalá, 
ín fiecare punct x din [0, 1], cu distanta de la x la mul- 
timea E, atunci f este continuá si nenegativá pe [0, 1], 
fiind egalá cu zero exact ín púnetele multimii E. Dar avem 
/,(£) = 0 si l e (E) > 0, deci mulfimea E nu este másu- 
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rabila Jordán. Rezultá cá muRimea { x: f(x) > 0} (com¬ 
plementara lui £) nu este másurabilá Jordán, deci íunc- 
fia f, desi continua, nu este másurabilá Jordán in sensul 
propus de Ridder. 

O versiune adecvatá a nofiunii de funcfie másurabilá 
Jordán a fost obtinutá prin eforturile conjúgate ale mai 
multor matematicieni (printre care $i Ridder). Iatá in 
ce consta aceastá versiune: o funcfie este, prin definifie, 
másurabilá Jordán pe [a, b), dacá muRimea {x; f(x) > a) 
este másurabilá Jordán péntru orice numár real a, cu 
exceptia eventualá a unei mulfimi cel mult numárabile 
de valori ale lui a. Se demonstreazá cá o funcfie realá /, 
de una sau mai multe variabile reale, este másurabilá 
Jordán pe un interval /, dacá si numai dacá / este con¬ 
tinué aproape peste tot pe /. De aici rezultá imediat 
cá o funcRe márginitá si másurabilá Jordán pe un interval 
compact este integrabilá Riemann pe acest interval si 
reciproc. 

Cu ajutorul notiunii de funcfie másurabilá Jordán 
putem construí o teorie corespunzátoare a integralei. 
Fiind datá o funcfie /, definitá, másurabilá Jordán si 
márginitá pe o muRime E másurabilá Jordán, vom con¬ 
sidera un interval [A, B] care confine strict intervalul 
marginilor lui / R4 < m ^ M < B). Vom considera 
numai acele diviziuni A ale lui [A, B] care sínt fórmate 
din puñete neaparfintnd mulfimii numárabile excep- 
fionale din definifia másurabilitáfii Jordán a lui /. Fie- 
cárei diviziuni A = y 0 < ... < y¡ < y¡ +1 < ... < y„ = B) 
ti vom asocia súmele 

n — I n—1 

£ y. im, E W(£.). 

í = 0 1 = 0 

unde E¡ — {x; y¡ <; f(x) < í/ 1+1 }. De aici, mai departe, 
procedám exact ca §i ín definifia integralei Lebesgue 
si obfinem conceptul de integrabilitate Riemann si cel de 
integralá Riemann pe muRimea másurabilá Jordán E. 
Se demonstreazá cá orice íunefie /, márginitá si másura¬ 
bilá Jordán pe E, este integrabilá Riemann. fot odatá, 
se aratá cá o funefie realá / este másurabilá Jordán pe 
muRimea £ másurabilá Jordán, dacá si numai dacá / 
este continuá aproape peste tot pe £ (relativ la muRimea £). 
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Aceste rezultate aratá cá singurul progres obtinut 
(fatá de intégrala Riemann clasica) prin adoptarea má- 
surii Jordán si a diviziunilor verticale este posibilitatea 
de a definí intégrala Riemann pe muRimi ceva mai ge¬ 
nérale decit intervalele, anume pe muRimi másurabile 
Jordán. In schimb, in ceea ce priveste natura functiiior 
care se integreazá, nu am progresat, ráminínd tot tn ca- 
drul functiiior márginite si continué aproape peste tot. 

Apare astfel ciar cá superioritatea integralei Lebesgue 
fatá de intégrala Riemann nu provine — in esenfá — 
nici din adoptarea diviziunilor verticale, nici din adop¬ 
tarea unei teorii a másurii, ci din faptul cá másura adop- 
tatá de catre Lebesgue este mai buná decit másura Jor¬ 
dán. Prin ce este ea mai buná? O comparare atenta a celor 
douá másuri conduce imediat la concluzia cá superiori¬ 
tatea másurii Lebesgue fatá de másura Jordán consta in 
faptul cá in timp ce o reuniune numárabilá de muRimi 
másurabile Lebesgue este totdeauna másurabilá Lebes¬ 
gue, o reuniune numárabilá de muRimi másurabile Jordán 
nu este totdeauna o muRime másurabilá Jordán. 

De altfel, teoría integralei Riemann pe muRimi másu¬ 
rabile Jordán poate fi construitá si fárá a se recurge la 
dlviziuni verticale. Se pot folosi partRii finite ale mul- 
timii de defin¡tie in muRimi másurabile Jordán si súmele 
corespunzátoare de tip Riemann. 

Dacá insá mergem mai departe si definim, dupa metoda 
lui Lebesgue, integrabilitatea si intégrala Riemann pentru 
funct i i nemárginite, constatám cá nu mai regásim inté¬ 
grala Riemann in sens generalizat. ín timp ce aceasta 
din urmá admitea fenomenul de semieonvergentá, noua 
integralá Riemann a unei funct i i nemárginite nu mai ad¬ 
mite acest fenomen. Este aici un nou avantaj pe care-i 
ofera o teorie de tip Lebesgue pentru intégrala Riemann: 
dispare acea neeoncordaiRa suparátoare dintre intégrala 
Riemann ín sens generalizat pentru functii de o variabilá 
si aceeasi integralá pentru functii de mai multe varlabile 
reale. 

Trebuie sa mai observám ca metoda lui Lebesgue a 
diviziunilor verticale aduce, chiar pentru intégrala Rie¬ 
mann, un spor de elegaiRá si simplitate ín desfásurarea 
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demonstra! ¡i lor, ceea ce o recomandá si din punct de ve- 
dere didactic. 

Sá íncercám, ín sfír§it, sá íntelegem de unde provin acele 
fenomenede continuitate pe care le detectám atít ín struc- 
tura funct i i lor integrabile Riemann, cit §i ín aceea a func- 

ilor integrabile Lebesgue. ín definida „orizontalá“ a inte- 
gralei, pe íiecare muidme A¡ a partifiei multimiidedefinitie 
ín multimi másurabile, fungia este reprezentatá prin va- 
loarea ei intr-un punct í¡ din A¡. Dar aceastá reprezentare 
devine cu atít mai fidelá, cu cít sínt mai apropíate va- 
lorile lui / pe A¡ de valoarea Trebuie deci sé ne 

asteptám ca púnetele care se sustrag acestui deziderat 
sá nu poatá ocupa un teritoriu prea mare. In definitia 
integralei Riemann multimile A¡ sínt másurabile Jordán, 
iar continuitatea pe A¡, prin A¡, revine aproape peste tot 
pe Ai la continuitatea obisnuitá, deoarece o multime 
másurabilá Jordán ditera de interiorul ei doar printr-o 
muidme de másurá nula. Asa se ajunge la continuitatea 
aproape peste tot a functiilor integrabile Riemann. In 
ceea ce priveste intégrala Lebesgue, aici multimile A¡ 
sínt másurabile Lebesgue. Se stie cá aproape orice punct 
al unei multimi A másurabile Lebesgue este un punct 
de densitate pentru A (a se vedea, pentru aceastá nojiune, 
paragraful 5 din capitolul I). De aici rezultá cá proprietatea 
de continuitate a unei fu nc{ i i pe A, prin muRimea A, 
revine la proprietatea de continuitate aproximativá 
aproape peste tot pe A (pentru proprietatea de continui¬ 
tate aproximativá, a se vedea de asemenea paragraful 5 
din capitolul I). Asa se ajunge la continuitatea aproxima¬ 
tivá aproape peste tot a oricárei íunctii integrabile Le¬ 
besgue. 


INFIRMITÁTI AlE INTEGRALEI LEBESGUE 

Acum, dupá ce am adus atitea laude integralei Lebes¬ 
gue, sá vedem totusi dacá ea rezolvá tóate problemele 
in faja cárora intégrala Riemann se dovedea insuficientá. 
Ráspunsu!, dupá cum se va vedea ín acest paragraf, este ne- 
gativ. Mai íntii, sá ne amintim cá suma unei serii trigo- 
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nometrice convergente pe [a, b] nu este totdeauna inte- 
grabilá Riemann pe [a, b\. Unele dintre súmele de serii 
trigonometrice neintegrabile Riemann pe [a, b ] stnt inte- 
grabile Lebesgue pe [a, b)\ din pácate tnsá, exista serii 
trigonometrice convergente pe [a, b\, ale cáror sume 
nu sint integrabile Lebesgue pe [a, b). De aici rezultá 
cá nu orice serie trigonométrica convergentá este o serie 
Fourier-Lebesgue. Aceastá situare a fácut necesará in- 
troducerea unei noi intégrale, despre care vom discuta 
ín paragraful urmátor. 

O alta problemá importantá ín care intégrala Lebes¬ 
gue si-a manifestat eficacitatea este aceea a exprimárii 
primitivei unei functii/(ín cazul ín care primitiva exista) 
cu ajutorul integralei lui f. Intégrala Riemann ne permi- 
tea sá scriem relaja 

/(*) = f(a) + £ f’(t)dt (13) 

ori de cite ori derivata f este integrabilá Riemann pe 
[a, b\. Intégrala Lebesgue permite sá se extindá valabi- 
litatea relatiei (13) la tóate functiile / cu derivata márgi- 
nitá pe [a, b]. Mai mult decít atít, se poate aráta cá re¬ 
laja (13) se men(ine pentru orice funcfie f a cárei derivata 
exista, finitá, ín fiecare punct din [a, b] si este sumabilá 
pe [a, b ] (intégrala fiind deci consideratá ín sensul lui 
Lebesgue). Astfel, rela(ia (13) este adeváratá, pe inter- 
valul [0, 1], pentru func(ia 

| x 3/a sin —, dacá x > 0 

- 

0 , dacá x = 0 

a cárei derivatá 


/'(*) 


3 1 1 

— x 1; 2 sin- x~ lli cos — > dacá x > 0, 

2 x x 

0 , dacá x = 0 


este finitá §i sumabilá pe [0, 1], deoareceare loe inegalitatea 

IH*) l<|+y=. 
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unde func|ia din membrul al doilea este sumabilá pe 
[0, 1] dar /'(*) nu este márginitá pe [0, 1]). 

Totusi, existá derívate finite pe [0, 1] care nu sínt suma- 
bile Lebesgue pe [0, 1], Fie, de exemplu, fungia 


/'« 


x 2 eos —, dacá x > 0 

X 2 

0, dacá x = 0. 


Fune(ia aceasta este derivabilá ín fiecare punct din 
[0, 1], dar derivata f'(x), desi finitá pe [0, 1], nu este su- 
mabilá pe [0, 1]. Intr-adevár, dacá 0 < a p 1, atunci 
derivata f este márginitá pe [a, p] si 

f'(x)dx = p 2 eos ~ — a 2 eos di. 

Ja p 2 7 -~ 

In particular, pentru 


í 


4n+ 1 


•P» 


1 

Wn 


vom avea 


í 3 * f’(x)dx =1. 

Ja« 2 n 

Insá intervalele compacte [oc„, p„] (n = 1, 2, ...) sínt 
mutual disjuncte; aceasta ínseamná cá punínd 


£ = U [*n 
n= 1 


P«] 


vom avea 


\f\x)\dx- > Y: 


2 n 


si deci f nu este sumabilá pe [0, 1]. Asadar, introducerea 
integralei Lebesgue nu rezolvá complet problema expri- 
márii primitivei (in cazul ín care ea existá) unei functii / 
cu ajutorul integralei lui f; cu alte cuvinte, folosind 
intégrala Lebesgue, relafia (13) nu va avea loe pentru orice 
íunctie / cu derivata finitá pe [a, b], deoarece membrul al 
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doilea din (13) nu are sens pentru orice derivatá finita 
f’(x). Problema introducerii unui concept mai general 
de intégrala, ín raport cu care relaja (13) sá fie valafcilá 
pentru orice funcfie f cu derivata finita pe [a, b\, a fost 
rezolvatá in deceniul al doilea al secolului nostru; solutia 
ei va fi expusá in unul din paragrafele urmátoare. 


LA ESENTA IDEII DE MÁSURÁ 

Se poate pune íntrebarea dacá nu cumva existenfa 
multimilor nemásurabile Lebesgue nu influen(eazá ne- 
gativ teoria integralei Lebesgue, restringindu-i cadrul. 
Intr-adevár, tocmai existen(a unor astfel de multimi 
face posibilá existen(a functiilor nemásurabile Lebes¬ 
gue si a multimilor pe care nu se poate definí intégrala 
Lebesgue. Dacá nu ar exista multimi nemásurabile Le¬ 
besgue, atunci orice funche márginitá ar fi integrabilá 
Lebesgue pe orice muidme márginitá. 

Pentru a ráspunde la aceastá intrebare, trebuie sá con- 
trolám dacá existenfa multimilor nemásurabile provine 
dintr-un defect, dintr-o particularitate a másurii Lebes¬ 
gue sau este ea inerentá ideii de másurá, asa cum ne este 
impusá de experientá. Ajungem astfel la necesitatea de 
a formula anumite deziderate pe care o funche de multime 
trebuie sá le satisfacá pentru ca ea sá poatá fi numitá o 
másurá. Clasa d a multimilor pentru care vrem ca má- 
sura sá fie definitá trebuie sá constituie ceea ce se numeste 
uneori un corp de multimi, adicá sá fie ínchisá fatá de ope- 
ratiile de diferentá si de reuniune numárabilá. In ceea ce 
priveste másurá (pe care o notám cu ¡a), ei i se cere sá 
nu ia valori negative. sá fie numárabil aditivá (adicá 
másurá unei reuniuni numárabile de multimi disjuncte 
din dt sá fie egalá cu suma seriei avfnd ca termeni másu- 
rile acestor multimi) si sá fie finita pentru cel putin o 
multime dinc^. Dacá aceste conditii sínt tndeplinite, atunci 
se aratá usor cá másurá multimii vide este egalá cu zero 
(alegem o multime A de másurá finita; din 0 = A —A 
rezultá p(0) = ¡i,(A)— p.(A) =0) si cá másurá este o 
functie monotoná pe d (adicá pentru douá multimi A 
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$i B din aí, A conminuta in B, másura lui A nu depáseste 
másura lui B; intr-adevár, (i(B) = y.(A) + p(jB— A), 
si, termenii fiind tofi nenegativi, rezultá [i(A) <; ¡i(B)). 

Conditiile formúlate mai sus constituie deziderate mi- 
nimale pe care trebuie sá le satisfacá o funcfie de muidme 
pentru ca ea sá poatá fi consideratá o másurá, deci pentru 
ca ea sá refina ceea ce este esenfial ín ideea de másurá, 
asa cum se desprinde ea din nenumáratele situafii particu- 
lare íntilnite ín matematicá, ín celelalte stiinfe si chiar 
ín practica cotidianá. Pornindu-se de la aceastá definifie 
sau de la definifii apropíate, s-a putut construí o teorie 
axiomaticá a másurii, ale cárei variante sínt expuse ín 
únele cárfi de specialitate (dintre care, ín limbarománá: 
volumul III al tratatului de Analiza matematicá al acad. 
Mirón Nicolescu si manualul de Teoría másurii $i functii 
reale al prof. N. Din~ '°anu). O astfel de teorie se va 
referí nu numai la másuri pe corpuri de mulfimi ale drep- 
tei numerice sau ale spafiului euclidian cu n dimensiuni, 
ci la corpuri depárfialeunei mulfimi abstráete. Un exemplu 
va fi edificator pentru generalitatea conceptului de másurá 
pe care toemai 1-am introdus: fie A o mulfime nevidá 
arbitrará. Familia tuturor párfilor lui A constituie, evi- 
dent. un corp, fie el JL- Putem definí pe ai o másurá ín 
felul urmátor: alegem un element a din A si punem p (E) — 1, 
dacá E confine pe a si p(£) = 0 ín cazul contrar. Se ve- 
rificá usor cá tóate proprietáfile másurii sínt satisfácute. 
In particular, luínd ín rolul mulfimii A chiar dreapta 
numericá, rezultá cá se poate defini o másurá care sá 
aibá sens pentru tóate párfile dreptei numerice, deci ín 
raport cu care sá nu mai existe mulfimi nemásurabile 
de puñete ale dreptei. S-ar párea deci cá e.xistenfa pe 
dreaptá a mulfimilor nemásurabile Lebesgue se adaugá la 
lista infirmitáfilor integralei Lebesgue. 

Totusi, la o cercetare mai atentá, infirmitatea pe care 
toemai am detectat-o se dovedeste a fi doar aparenté. 
Intr-adevár, ín definifia axiomaticá a másurii s-au neglijat 
únele deziderate intuitive care, in teoría integralei funefii- 
lor reale de o variabilá realá, s-au dovedit a fi foarte 
importante. Intr-o teorie abstractá, axiomaticá, se por- 
neste de la un numár minim de restricfii impuse obiectelor 
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cercetate si, treptat, cadrul se restringe, se specializeazá 
prin formularea unor restr ict i i suplimentare. In felul 
acesta se poate studia efectul fiecárei restrictii cu care 
se lucreazá, se poate stabili natura ei lógica, pozitia pe 
care ea o ocupa ín ierarhia generala. Fácindu-se, treptat, 
concesii in ceea ce priveste generalitatea, putem in schimb 
sá Ímbogá{im structura formatiunilor cercetate. 

Aceste principii generale sint folosite si in teoría má- 
surii. De la un corp abstract de multimi trecem la cor- 
puri din ce ín ce mai particulare, pentru a vedea ce spe- 
cific capátá teoría másurii in cond i t i i le unor restricti i mai 
numeroase. Printre aceste corpuri, un loe de seamá íl 
ocupa corpurile de partí ale spatiului euclidian n -di¬ 
mensional. Aici, douá restrict i i noi prezintá un deosebit 
interes. Prima consta in dezideratul — natural — ca prin¬ 
tre mulfimile corpului considerat sá se gáseascá tóate 
intervalele, iar másura acestor intervale sá coincidá cu 
másura lor in sens elementar (adicá produsul dimensiu- 
nilor lor). De altfel, la aceastá cerintá am fost obliga^ 
sá ne referim de mai multe ori ín cursul acestui capítol. 
A doua restr ict ie consta in cererea ca douá multimi care 
se obtin una din alta printr-o deplasare destul de elemen¬ 
tará sá fie in acelasi timp másurabile sau nemásurabile, 
iar in cazul in care sint másurabile, sá aibá aceeasi másura. 
Ne-am intilnit cu o proprietate de acest tip atunci cind 
am demonstrat existenta multimilor nemásurabile Lebes- 
gue. Am observat atunci faptul (care a intervenit efectiv 
in demonstrare) cá másurabilitatea si másura Lebesgue, 
pentru multimi ale dreptei numerice, sint invariante 
fatá de o transíale. 

Intorcindu-ne acum la exemplul dat mai sus, de másura 
definitá pentru tóate par t i le dreptei numerice, observám 
cá aceastá másurá nu este invariantá fatá de translatii. 
Intr-adevár, punind ¡z(£) = 1, dacá E contine originea, 
si ¡i(E) =■■ 0, dacá E nu contine originea, másura Ínter - 
valului [—1, +1] este egalá cu 1, dar másura intervalului 
¡1, 3], care se obtine din primul printr-o transíale de 
márime 2, nu este egalá cu 1, ci cu 0. Pe de altá parte, 
másura unui interval care nu contine originea sau a unui 
interval care contine originea, dar nu este de lungime 
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egala cu 1 nu coincide cu lungimea acestui interval. Sínt 
astfel incálcate cele douá conditi i formúlate ma¡ sus. 
Problema naturalá care se pune acum este aceea de a vedea 
dacá prin adoptarea acestor cerinte, ca proprietáti obli- 
gatorii ale másurii, mai este posibil sá definim o másurá 
pe corpul tuturor pártilor spatiului euclidian «-dimensio- 
nal. Insá pentru ca problema sá cápete o forma precisa, 
va trebui ín prealabil sá precizám clasa de deplasári 
ín raport cu care másurabilitatea si másura vor trebui sá 
fie invariante. 

Fie 9 o funcfie definitá pe spatiul euclidian «-dimen¬ 
sional R", cu valori in acelasi spatiu. Vom spune cá 9 este 
o izometrie, dacá pentru orice pereche de puñete x si y 
ale spatiului distanta de la x la y coincide cu distanta 
de la <p(x) la y(y). Ne vom referí, in cele ce urmeazá, 
numai la izometrii ale dreptei numerice Ín ea insási. 

Se constata usor cá o izometrie a dreptei este obligatoriu 
o apiicatie biunivocá a dreptei pe ea insási. In plus, se 
poate aráta cá orice izometrie a dreptei numerice este 
de unul dintre urmátoarele douá tipuri: 9 (x) = x A -d 
sau 9 (x) - — x -- d (unde d este un numár real). Se 
mai poate aráta cá másurabilitatea si másura Lebesgue 
sint invariante fatá de o izometrie. 

Acum putem formula problema care ne preocupá intr-o 
formá precisa: 

Exista o másurá definitá pentru tóate párale dreptei 
numerice, invariantá fatá de orice izometrie a dreptei si 
reducindu-se, ín cazul intervalelor, la lungimea obisnuitá? 

Vom aráta cá ráspunsul la aceastá intrebare este nega- 
tiv (ceea ce constitue o reabilitare a másurii Lebesgue 
in fafa reprosului pe care i -1 adresam, pentru multimile 
nemásurabile la care ea conduce). 

Sa considerám un sir A lt A.¿, ..., A„, ... de multimi 
mutual disjuncte, obtinute una din alta prin cite o izo¬ 
metrie si nemásurabile Lebesgue, astfel íncit 


-leu Ak c 

3 

II 

l 2 2 *= 1 

2 ’ 

2 J 


(In obtinerea multimilor A k , cu proprietát i le de mai sus, 
se foloseste metoda aplicatá in demonstrarea existentei 
multimilor nemásurabile Lebesgue.) 
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Sá presupunem acum, prin absurd, cá exista o másurá 
p. cu tóate proprietátile enumérate mai sus. Vom avea 

-H- i])<S^*><-([-!• !])• 

Dar intervalelej—-j. ?■ [0, l]seobt¡n unul din celálalt 

printr-o translafie; multimile A* au aceeasi másurá, fie 

ea X, iar intervalul -jj este o mulfime márginitá. 

Rezultá cá 1 <; X + X + ... + X + ... < + oo, ceea 
ce este imposibil atít pentru X > 0, cít si pentru X = 0. 
Am ajuns astfel la o contradicfie care aratá cá existenfa 
unei másuri cu proprietátile dorite nu este posibilá. 

Asadar existen{a muljimilor nemásurabile Lebesgue 
are o rafiune profundá, decurgínd din natura complexá 
a cerinfelor la care trebuia sá ráspundá másurá Letesgue. 
In aceastá ordine de idei, este semnificativá si urmá- 
toarea teoremá a lui Banach si Kuratowski: Admifind 
ipoteza continuului (adicá inexistenta unei muljimi nenu- 
márabile de numere reale, care nu este echivalentá cu 
mulfimea tuturor numerelor reale), nu existá nici o má¬ 
surá neidentic nulá definitá pentru tóate párfile inter- 
valului [0, 1) si anulindu-se pentru orice muidme care 
se reduce la un punct. Sá spunem, cu acest prilej, cá pe 
baza rezultatelor lui Gódel si Cohén ipoteza continuului 
este, ca si axioma alegerii, o propozitie independentá. 


INTEGRAL ELE LUI DENJOY $1 INTEGRALA LUI PERRON 

In 1912, matematicianul francez Arnaud Denjuy a 
introdus o integralá care avea sá se dovedeascá superioará 
integralei Lebesguecel putindin púnetele de vedere discútate 
in penultimul paragraf: integrarea sumelor de serii tri- 
gonometrice si integrarea functiilor derívate. Intégrala lui 
Denjoy se defineste printr-un proces complicat de induc^ie 
transfinitá, pe care nu-1 putem expune aici. Vom prezenta 
ínsá o alta integralá, introdusá de cátre matematicianul 
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german Oscar Perron in 1914, integralá despre care s-a 
constatat ulterior (G. Hacke 1921, P. S. Alexandrov 1924, 
G. Looman 1925) cá este echivalentá cu intégrala Denjoy: 
O functie reala definitá pe [a, b ] este integrabilá Denjoy 
pe [a, b ], dacá si numai dacá ea este integrabilá Perron pe 
[a, b ], iar valorile celor douá intégrale sínt egale. In acelasi 
timp, orice functie sumabilá pe [a, b] este integrabilá 
Denjoy si Perron pe [a, /;] iar cele trei intégrale sínt egale. 

Fie F o funcjie realá definitá pe [a, b ] si fie x 0 un punct 
din [a, b). Numerele 

DF(x 0 ) = lim inf — f( * o) , DF( X(¡ ) = lim sup F{x) ~ F(Xo) 

x^Xq X Xq x-^xq X X 0 

se numesc — respectiv — derivata inferioará si derivata 
superioará a functiei F in punctul x 0 . 

Fie f o functie realá definitá pe intervalul [a, 5] si putínd 
lúa, eventual, si valori infinite. O functie realá F, con- 
tinuá pe [a, b], este o semiprimitivá superioará a functiei 
f pe [a, 6], dacá urmátoarele trei conditii sínt índeplinite: 

1) F(a) = 0; 2) DF(x) >— oo pentru orice x din [a, b]\ 

3) nf(.\) >- f(x) pentru orice a din [a, b ]. 

Functia mlá F, continuá pe [a, b\, este o semiprimi¬ 
tivá inferí ¡a.-.t a functiei f pe [a, b ], dacá sínt índeplinite 
urmátoarele condit”: 1) F(a) == 0; 2) DF(x) < 4-oo 
pentru oric ' din [a, .'•>]: 3) DF(x) <;/(a) pentru orice 

x din [a, b\. 

Notiunile de s 'miprimitivá inferioará si semiprimitivá 
superioará sínt extensiuni ale notiunii de primitivá: dacá 
functia realá f este derivata functiei F pe intervalul [a, 5] 
si dacá F(a) = 0, atunci F este, ín acelasi timp, o semi¬ 
primitivá inferioará si o semiprimitivá superioará a functiei 
/ pe [a, b]. 

Vom spune cá functia realá f, definitá pe [a, b], este 
integrabilá Perron pe [a, b], dacá urmátoarele douá con¬ 
ditii sínt índeplinite: 

a) functia / admite pe [a, b] cel putin o semiprimitivá 
inferioará si cel putin o semiprimitivá superioará; 

¡J) marginea inferioará a valorilor luate de semipri- 
mitivele superioare ale lui / ín punctul b este egalá cu 
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marginea superioará a valorilor luate de semiprimitivele 
inferioare ale lui / ín acelasi punct b. 

Dacá functia / este integrabilá, numim valoarea comuna 
a celor douá margini despre care este vorba ín conditia ¡3 
intégrala Perron a funcfiei f pe [a, b]. 

Vom da acum trei leme, pe baza cárora vom putea 
aráta cá orice derivatá finita este integrabilá Perron si 
are loe, pentru ea, o formula de tip Leibniz-Newton. 

Lema 1. Fie U si V douá funefii finite pe [a, b\. Dacá 
pentru un punct x 0 din [a, /?] avem DU(x 0 ) > —oo, 
DV(x 0 ) < — oo, atunci, nottnd R(x) = U(x) — V(x), 
avem DR(x 0 ) >- DU(x 0 ) — DV(x^). 

Demonsíratie. Fie {hk} un sir pentru care hk =£ 0 (k = 
= 1, 2, ...), —>0 si 

Vlm R(x« r- h k ) - R(x„) =DR ( Xo y 
hk 

Rezultá existenta limitelor 

U(x„ hk) — U(x 0 ) V(x 0 — hk) — V(x 0 ) 

hk hk 

Jn baza inegalitáfilor din ipotezá, avem X > — oo si 
p<~ oo, deci are sens diferenfa X—p, si avem DR(x„) = 
= X—[A. Lema 1 rezultá acum imediat, observínd cá 
X > DU(x 0 ) si ¡a < DV(x v ). 

Lema 2. Dacá U este o semiprimitiva superioará, iar 
V este o semiprimitiva inferioará a funefiei / pe [a, b\, 
atunci diferenta R(x) = U(x) — Vix) este o functie mono- 
ton crescátoare. 

Demonsíratie. In baza lemei 1, avem pentru orice x din 
[a, b\: DR(x) >. DU(x) — DV(x) > 0. ¡nsá se poate aráta 
cá dacá tóate numerele derívate ale unei f u nc t i i reale, 
definite pe \a, /;]), sínt nenegative pe [u, b], atunci functia 
in cauzá este monoton crescátoare. Observám cá funejia 
R satisface aceste premise, deci ea este monoton crescá¬ 
toare pe [a. ft], 

Corolarul 1. ín condí t i i le lemei 2, avem U{b) >- V(b). 

Lema 3. Daca functia reala / este derivata functiei F 
pe [a, /;,] si dacá F(á) ■ 0, atunci numárul F(b) este cel 
mai mic dintre numerele U(b) si cel mai mare dintre 
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numerele 1^(6) (unde U parcurge tóate semiprimitivele 
superioare, iar V tóate semiprimitivele inferioare ale lui 
f pe [a, b]). 

Demonsiratie. Lema 3 este o consecinfá imediatá a 
faptului cá F este, pentru /, atit semiprimitivá inferioará, 
cit si semiprimitivá superioará. 

Putem trece acum la enunfarea rezultatului anunfat, 
observínd cá el este o consecintá a lemelor 2 si 3 de mai 
sus: 

Dacá functia F admite in fiecare punct din [a, b] o deri- 
vatá finita /, atunci f este integrabilá Perron pe [a, 6], 
iar intégrala Perron a functiei / pe [a, b] este egalá cu 
diferen(a valorilor lui F ín púnetele b si a. 

Atragem atenjia asupra faptului cá in teorema de mai 
sus nu se poate renun(a la ipoteza de finitudine a functiei 
f (dupa cum a arátat V. I. Kozlov in 1951). Exista derívate 
care devin infinite chiar intr-o infinítate de puñete, dar 
se poate aráta cá aceastá infinítate nu poate fi decit de 
másurá nula. Pátrundem astfel intr-o zona in care nici 
intégrala Perron nu mai poate face fafá scopului propus, 
acela al validárii formulei lui Leibniz si Newton. 

Dupa cum am afirmat mai sus, intégrala introdusá de 
Denjoy in 1912 este echivalentá cu intégrala Perron. Din 
acest motiv, ea a primit numele de intégrala Denjoy- 
Perron. Este interesantá reaefia lui Denjoy la demonstra- 
rea echivalentei dintre intégrala sa si intégrala lui Perron. 
Denjoy s-a arátat nemultumit de metoda lui Perron, 
obiectíndu-i caracterul ei neefectiv. El observa cá dacá 
se cere un avión cu o anumitá vitezá k, stnt posibile douá 
ráspunsuri: construirea avionului respectiv (aceasta ar 
fi metoda lui Denjoy) sau, ordonind avioanele dupa viteza 
lor, considerarea marginii inferioare a avioanelor cu vitezá 
superioará lui k (aceasta ar fi metoda lui Perron!). In 
fapt, cele douá metode s-au dovedit a fi egal de utile in 
analiza, stimulínd fiecare dezvoltarea ulterioará a teoriei 
integralei. 

Sa precizám acum natura raporturilor dintre intégrala 
Lebesgue si intégrala Denjoy-Perron, íncercind apoi sá 
observám cit de mult se poate deosebi structura unei 
funefii integrabile Perron de aceea a unei funefii sumabile. 
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Dacá functia / este sumabilá pe [a, b\, atunci ea este 
integrabilá Perron pe [a, b] si cele douá intégrale sínt 
egale. 

Din acest rezultat se poate deduce imediat un altul, 
deosebit de semnificativ. Fie U(x) o semiprimitivá supe- 
rioará a functiei /, presupusá integrabilá Perron si nene- 
gativá pe [a, b\. Din inegalitátile DU(x) ;> /(x)>0 rezultá 
cá U(x) este o funche monoton crescátoare si deci derivata 
ei (care existá in orice caz aproape peste tot) este suma¬ 
bilá pe [a, b]. Tinind seama cá in fiecare punct in care 
U admite derivatá, avem 0 ■< f(x) < U'(x), rezultá: 

Orice funcfie nenegativá si integrabilá Perron pe [a, 6] 
este sumabilá pe [a, b\. 

Cu alte cuvinte, superioritatea integralei Perror in 
raport cu intégrala Lebesgue se manifestá numai in ceea 
ce priveste functiile de semn variabil. In particular, rezultá 
cá orice derivatá finitá §i nenegativá este sumabilá. O 
alta consecinfá importantá a rezultatului obtinut este 
aceea cá fenomenul de convergentá absolutá nu poate 
aparea la intégrala Perron decit atunci cind aceasta existá 
si ca integralá Lebesgue. Intégrala Denjoy-Perron, in 
ceea ce are ea specific, este semiconvergentá. 

Un rezultat oarecum dezamágitor, in sensul cá dezváluie 
caracterul destul de limitat al progresului realizat 
de intégrala Perron, este cel care afirma másurabilitatea 
Lebesgue a oricárei functii integrabile Perron pe [a, b]. 
Intr-adevár, notind cu F(x) intégrala Perron a functiei 
/ de la a la x si prelungind functia F la dreapta lui b, punind 
F(x) = F{b) pentru x > b, observám cá aproape pentru 
orice x din [a, b\ avem 

f(x) = lim n |V|x + -i-j — F(x)J ■ 

Insá se poate aráta cá F este continuá pe [a, b\, deci / 
este, aproape peste tot pe [a, b\, limita unui sir de functii 
continué. Asadar f este másurabilá Lebesgue pe [a, b]. 

Dupá cum am vázut, cu intégrala Denjoy-Perron se 
poate integra orice derivatá finitá. Insá in prezentarea 
conceptului de functie másurabilá Lebesgue se constatá 
cá tipul de derivabilitate legat in mod natural de másura- 
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bilitatea Lebesgue nu este derivabilitatea obisnuitá, ci 
derivabilitatea aproximativá (sau asimptoticá). Deriva¬ 
bilitatea aproximativá a functiei F ín punctul x 0 revine 
la existenta si finitudinea 1 imitei raportului 
F(x) — F(x 0 ) 

X — x 0 

printr-o multime care admite punctul ca punct de 
densitate. (Nojiunea de punct de densitate al unei multimi 
a fost prezentatá ín paragraful (5) din capitolul I). Con- 
statíndu-se cá nu orice derivatá aproximativá este inte- 
grabilá Denjoy-Perron, s-a simjit nevoia unei integrabili- 
táfi mai generale. Ca urmare a acestui fapt, ín 1916 Arnaud 
Denjoy si, independent de el, A. I. Hincin introduc o 
integralá mai generala decít intégrala Denjoy-Perron. 
Noua integralá a primit denumirea de intégrala Denjoy- 
Hincin. Cu ajutorul ei se poate integra orice derivatá 
aproximativá finitá. 

Dacá definijia constructiva a integralelor Denjoy-Per¬ 
ron si Denjoy-Hincin este prea complicatá din punct de 
vedere tehnic pentru a o putea prezenta aici, ne va fi 
ín schimb mai usor sá prezentám definí jia lor descriptiva, 
echivalentá cu cea constructiva. Aceastá definijie are 
si avantajul de a da o idee mai precisa asupra deosebirii 
dintre funcjiile care sint intégrale Lebesgue nedefinite 
si funcjiile care sínt intégrale Denjoy nedefinite. Vom 
vedea cá exista extensiuni ale proprietájii de continui- 
tate absolutá care carácterizeazá integralele Denjoy nede¬ 
finite exact asa cum continuitatea absolutá caracterizeazá 
integralele Lebesgue nedefinite. O funcjie realá f, de o 
variabilá realá, este, prin definijie, absolut continua pe o 
multime E, dacá pentru orice s > 0 exista un v¡ > 0, 
cu proprietatea cáoricarear fi sirul de intervale {[a k , bk]} 
fárá puñete interioare comune douá cite douá, dar ale 
cáror extremitáti a k , bk aparan lui E, inegalitatea 

Y^(bk — a k ) < r¡ 

k 

implica inegalitatea 

Y:\Hbk) - í(a k )\ <e. 



Dacá o functie reala F, de o variabilá reala, este con¬ 
tinua pe mul(imea E, iar E este o reuniune cel mult numá- 
rabilá de multimi E„(n = 1, 2, ...), cu proprietatea cá 
F este absolut continua pe fiecare multime E n (n - 1,2,...), 
atunci spunem cá F este absolut continua in sens 
generalizat pe multimea E. 

Se poate aráta cá orice funche absolut continua in 
sens generalizat pe o multime £ másurabilá Lebesgue 
este aproximativ derivabilá aproape peste tot pe £. Orice 
functie absolut continua pe un interval [a, b ] este absolut 
continua in sens generalizat pe [a, b\, dar reciproca nu 
este adeváratá. 

Acum putem introduce pe o cale descriptivá integra- 
bilitatea si intégrala Denjoy-Hincin. 

Spunem cá o functie reala / definitá aproape peste tot 
pe [a, b ] este integrabila Denjoy-Hincin pe [a, b), dacá 
exista o functie F, absolut continua in sens generalizat 
pe [a, b\, astfel incit derivata aproximativá a lui F sá 
fie egalá — aproape peste tot pe [a, 6] — cu /. Diferenfa 
F(b) — F(a) se numeste intégrala Denjoy-Hincin a íunctiei 
f pe [a. £>]. Valoarea acestei intégrale nu depinde de ale- 
gerea functiei F cu proprietatea indicatá, deoarece se 
poate aráta cá dacá douá funct i ¡ absolut continué in sens 
generalizat au aproape peste tot pe [a, /;] aceeasi derivatá 
aproximativá, atunci cele douá funct i i di’ferá printr-o 
constantá. 

Pentru a introduce pe cale descriptivá integrabilitatea 
si intégrala Denjoy-Perron, vom definí, in prealabil, o 
altá extensiune a proprietáf i i de continuitate absoluta, 
extensiune mai pujin larga decit cea folositá in def i - 
nifia integralei Denjoy-Hincin. 

O functie realá g de o variabilá reala este, prin defi- 
ni{ie, absolut continua in sens restrins pe multimea 
márginitá £, dacá g este márginitá pe un anumit interval 
continínd pe E si daca, in plus, exista pentru orice s > 0 
un y¡ >0, astfel incit, oricare ar fi sirul ¡/¿} de intervale 
fará puñete interioare comune douá cite douá si ale cáror 
extremitáti aparfin lui £, inegalitatea 

El 4! <r 

k 
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(unde prin , /*| s-a notat lungimea lui /*,), implica 
inegalitatea 

4 ) < 

k 

unde co(g; ¡ k ) reprezintá oscilajia íunctieig pe intervalul 4- 
O íunctie reala G de o variabilá reala este, prin definiré, 
absolut continua in sens cvasigeneralizat pe multimea 
E, dacá G este continua pe E si dacá E se poate exprima 
ca o reuniune cel mult numárabilá de multimi márginite 
E„(n = 1, 2, ...), astfel íncit G este absolut continua ín 
sens restrins pe fiecare E„ (n — 1, 2, ...). 

Se poate aráta cá orice íunctie absolut continua in 
sens cvasigeneralizat pe [a, b) este derivabilá aproape 
peste tot pe [a, b}. O íunctie absolut continua pe [a, b] 
este absolut continua in sens cvasigeneralizat pe [a, b], 
dar reciproca nu este adeváratá. 

Fiind datá o íunctie reala f deíinitá aproape peste tot 
pe [a, b], spunem cá / este integrabilá Denjoy-Perron 
pe [a, b], dacá exista o íunctie reala F, absolut continué 
in sens cvasigeneralizat pe [a, b\, astfel íncit, aproape 
peste tot pe [a, b\, derivata lui F este egalá cu f. Diíe- 
renta F(b) — F(a) se numeste intégrala Denjoy-Perron a 
functiei f pe [a, b}\ ea este unic determinatá, deoarece 
douá funcf i i absolut continué in sens cvasigeneralizat, 
care au aproape peste tot pe [a, 6] aceeasi derivata, diferá 
printr-o constantá. 


DE LA STIELTJES LA RIESZ. O NOUÁ PERSPECTIVA 
IN TEORIA INTEGRALEI 

La síírsitul secolului trecut, matematicianul francez, 
de origine olandezá, Th. Stieltjes a imaginat o extensiune 
a integralei Riemann, care citva timp a trecut neobser- 
vatá, piná ce matematicianul maghiar Fr. Riesz a adus-o 
in centrul atentiei, la sfírsitul primului deceniu al seco¬ 
lului nostru, printr-un rezultat surprinzátor. 

Unele probleme din teoría fractiilor continué, precum 
si únele probleme de mecánica, cum ar fi aceea a definirii 
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§i determinárii momentului static al unei bare, 1-au condus 
pe Stieltjes la un proces de integrare a unei functii / in 
raport cu o alta funche g, ambele functii fiind definite 
pe un acelasi interval [a, b], Integrabilitatea si intégrala 
Stieltjes se defínese ca si integrabilitatea si intégrala 
Riemann, cu singura deosebire cá in locul sumelor (5) (a 
se vedea paragraful 12 al acestui capítol) se considera 
súmele 

< ja (/\ g, ti) = £ f(Zi)(g(Xi+ 1 ) — g(x¡)), ( 14 ) 

i=0 

unde x, <; t¡ <; x i+1 pentru 0 < n — 1. Dupa cum 

se vede, súmele (5) sínt acel caz particular al sumelor 
(14) in care funefia g este chiar aplicaría identicá a inter- 
valului [a, b]. Súmele (14) manifesté insá o sensibilitate 
incomparabil mai mare dectt súmele (5). Sé considerám, 
de pildá, urmátoarele trei restrictii: oc) = x, pentru 
0 < ¿ < n — 1 (aceasté restriefie, impusá sumelor (5), 
conduce la súmele considérate de (Cauchy); ¡3) E¡ — x l+1 
pentru 0 -< i n — 1; y) x¡ < S, < x :+1 pentru 0 ¡ 

— 1. Nici una dintre restrictiile a, p si y, aplícate 
sumelor (5), nu se repercuteazá asupra tipului de integra- 
bilitate si de intégrala obfinut; se poate aráta cá de fle¬ 
care data se objine integrabilitatea si intégrala Riemann. 
In schimb, fiecare dintre restrictiile a, ¡3 si y, aplícate 
sumelor (14), conduce la un alt tip, la o alté nofiune de 
integrabilitate Stieltjes. 

Sá introducen! acum un tip nou de trecere la limita 
pentru súmele intégrale, considérate ca functii de diviziunea 
A. Vom spune ca súmele <ja au ca „1 imita dupa finete" 
numárul /, dacá fiecárui numár pozitiv s íi corespunde 
o diviziune A' a lui [a, b], astfel fncit pentru orice divi- 
ziune A mai fina decit A' sá avern ¡ca — ¡\ < s. Se 
poate aráta cá luind limita dupá finete a sumelor (5), 
obtinem tot integrabilitatea si intégrala Riemann; acest 
lucru rámine adevárat chiar dacá impunem sumelor (5) 
una oarecare dintre restrictiile a, (3 si y, definite mai sus. 
In schimb, limita dupá finete a sumelor (14), luatá fárá 
nici o restrictie asupra valorilor sau combinatá cu una 
dintre restrictiile a, (3, y, conduce la patru tipuri noi de 
integrabilitate Stieltjes. Am inventariat deci, pina in 
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momentul de faja, opt tipuri distincte de integrabilítate 
Stieltjes, dar aceste opt tipuri se reduc, in cazul in care 
g este apiicatia identicá, la unul si acelasi tip de integra- 
bilitate: cea ¡n sensul lui Riemann. 

Acest contrast intre „insensibilitatea“ sumelor (5) 
si susceptibilitatea deosebitá a sumelor (14) nu se opreste 
aici. Se stie cá la intégrala Riemann se poate ajunge si 
prin considerarea sumelor Darboux, adicá a acelor sume 
care se obtin din (5), inlocuind pe/(£¡) prin m¡, respectiv 
(unde m¡ si M¡ sint marginile inferioará si superioará 
ale funcjiei f pe intervalul [x¡, x i+1 ]). In schimb, presupu- 
nind cá functia / este márginitá pe [a, b ] si cá funcjia g 
este crescátoare pe [a, b] si inlocuind súmele (14) prin 
súmele Darboux-Stieltjes corespunzátoare, se obtine un 
tip de integrabilitate Stieltjes diferit de cel obisnuit. 
Combinind considerarea sumelor Darboux-Stieltjes cu res- 
tricti i le a, p, y si adoptind, alternativ, pentru súmele 
limita obisnuitá (numitá si limita dupa norma) si limita 
dupa finete, obtinem un mare numár de tipuri noi de 
integrabilitate Stieltjes. Trebule sá spunem cá multe 
dintre tipurile de integrabilitate Stieltjes obtinute pe 
cáile indícate mai sus intervin efectiv ín diferite capitole 
ale matematicii. Astfel, pentru a da un singur exemplu, 
integrabilitatea Stieltjes definitá cu ajutorul sumelor 
(14), neimpunind nici una dintre restrictiile a, p, y» dar 
adoptind limita dupá fineje, este fundaméntala ín teoría 
probabi 1 itá t i lor. 

Rezultatul surprinzátor obfinut de Riesz se refera la 
tipul de integrabilitate Stieltjes definit cu ajutorul sume¬ 
lor (14), fára a se impune vreo restricjie supl¡mentará 
valorilor si adoptíndu-se limita dupá normá. O teoremá 
elementará afirmá cá orice funcjie / continuá pe [a, b] 
este integrabilá Stieltjes in raport cu orice funcjie g cu 
varia(ia márginitá pe ¡a, b\. Fiind data o funcjie gcu 
variatie márginitá pe [a, b], sá notám cu F(f) intégrala 
Stieltjes a funcfiei f, continué pe [a, ti], in raport cu g. 
F este deci o aplicare definitá pe mulfimea functiilor 
continué pe [a, b] si cu valori reale. Se aratá usor cá existá 
o constantá k cu proprietatea 

\F(f)\^k-M(f), (15) 


191 



unde pxin M(f) s-a notat maximul lui f pe [a, b]. (Este 
suficient sá luám pe k egal eu variaba totalá a lui g de 
la a la b.) Pe de alta parte, fiind date douá func{ii f x si 
/ 2 , continué pe [a, b], avem, cum se verifica usor. 

F(fr + f 2 ) = F(f x ) + (16) 

Orice aplicare F a mulfimii functiilor continué pe 
[a, /?] ín dreapta numérica, avind proprietáfile (15) si 
(16), constituie, prin definifie, o functionalá liniará pe 
spatiul 8 al functiilor continué. Rezultá deci cá fiecare 
funcfie g, cu variafie márginitá pe [a, b], induce o astfel 
de funcfionalá liniará F, functionalá care asociazá fiecárei 
funcfii /, continué pe [a, 6], intégrala Stieltjes a acestei 
funcjii ín raport cu g. Rezultatul remarcabil al lui Riesz 
corstá ín descoperirea faptului cá functionalele liniare pe 
8, induse de funcfii cu variafie márginitá, epuizeazá tóate 
functionalele liniare existente pe 8. Cu alte cuvinte, fiind 
data o aplicare F a lui 8 ín R, cu proprietát i le (15) si 
(16), existá o funche g cu variafie márginitá pe [a, b], 
astfel íncít pentru orice functie f continué pe [a, 6], F(f) 
este tocmai intégrala Stieltjes a lui f ín raport cu g pe 
[a, b). 

Se deschide astfel o perspectivá cu totul nouá, atít ín 
teoría integralei Stieltjes, cít si ín aceea a functionalelor 
liniare. Pe de o parte, orice functionalá liniará pe 8 admite 
o reprezentare intégrala, pe de altá parte, intégrala Stieltjes 
poate íi definitá ca o functionalá liniará. Acest punct de 
vedere a contaminat íntreaga dezvoltare uiterioará a 
teoriei integralei. In particular, chiar pentru diferitele 
tipuri de intégrale Stieltjes, despre care s-a vorbit mai 
sus, s-au studiat functionalele liniare asocíate. Aici, apar 
pe primul plan dependerá integralei de funcfia care se 
integreazá, proprietát i le algebrice ale acestei dependente 
si modul de organizare algébrica a multimii functiilor 
integrabile. Dar cu aceasta pátrundem intr-o etapa nouá 
a dezvoltarii analizei, etapá ín care studiul functiilor 
individúale este ínlocuit prin studiul claselor de funcfii 
si al diferitelor aplicatii definite pe aceste clase. 
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V 


Ce se intfmplá dincolo de multimile 
;i functiile boreliene ? 


INTRODUCERE 

La 8 ianuarie 1967 s-au ímplinit cincizeci de an¡ de 
de cínd matematicianul francez Jacques Hadamard a 
prezentat la Academia de $tiinte din Paris nótele, care 
aveau sá deviná celebre, a doi matematicieni din Moscova, 
Mihail Suslin si Nikolae Luzin. In aceste note se semnala 
existenta unei clase de multimi necunoscute pina atunci, 
numite de descoperitorii lor „multimi analitice". Teoría 
acestor multimi n-a incetat, piná astázi, sá puna matema- 
ticienilor probleme pasionante, dar deosebit de grele. 

In capitolul de fatá vom prezenta únele aspecte ale 
acestei teorii destul de put¡n cunoscutá la noi in tara, 
mai cu seamá de catre matematicienii tineri. Unele rezul- 
tate remarcabile referitoare la multimile analitice au 
fost publícate in revista „Mathematica“ de la Cluj. 

Notiunea de multime analítica a fost introdusá de 
Mihail Suslin in 1917, iar notiunea de multime proiectivá 
a fost introdusá de Nikolae Luzin in 1924. Teoría acestor 
mulfimi este de ornare profunzime. In special, multimile 
proiective prezintá proprietáti atít de surprinzátoare, 
incit Luzin a pus insási problema legitimitátii lor. 

Multe din problemele legate de aceste multimi sint 
atít de grele, íncit ele se aflá astázi, dupa aproape cinci¬ 
zeci de ani de la aparitie, aproape in acelasi stadiu ca 
atunci cind au fost puse. Matematicienii nu le-au putut 
inca rezolva. Paralel cu aceasta, dezvoltarea matematicii 
in ultímele decenii a seos de nenumárate ori in evidentá 
importanfa multimilor analitice si proiective, modul 
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natural ín care ele apar tn cele mai variate probleme de 
teoria functiilor de variabilá reala, topologie, analiza func- 
tionalá si chiarin teoria functiilor de variabilá compexá. 


O GRE$EALÁ BINE INSPIRATÁ 

Descoperirea de cátre Suslin a multimilor analitice 
este legatá de o intímplare pujin obisnuitá pentru o mare 
descoperire. Suslin era elevul lui Luzin. Luzin, in afará 
de faptul cá era un mare om de stiintá, era si mare anima- 
tor. El a avut multi elevi §i a determinat, in buná másurá, 
directia de dezvoltare a ?colii matematice din Moscova. 
De altfel, se stie cá scoala soviética de topologie, ai cárei 
pionieri stnt P. S. Aleksandrov si P. Urison, este náscutá 
din preocupárile de teoria functiilor reale initiate de 
Egorov si mai ales de Luzin. 

Luzin a remarcat repede talentul matematic al lui 
Suslin si i-a recomandat sá studieze celebrul memoriu al 
lui Lebesgue: Sur les foncíions représeníables analytique- 
ment, memoriu care pune multe probleme (..Journal de 
mathématiques purés et appliquées“, 1905). 

Intr-o zi, Suslin se prezintá la profesorul sáu, spunindu-i 
cá a gásit o gresealá ín memoriul lui Lebesgue. Matemati- 
cianul polonez Waclaw Sierpiñski, care a fost martor 
la aceastá scená, povesteste cá Luzin 1-a ascultat cu multá 
atentie pe elevul sáu, in ciuda faptului cá era pufin plau- 
zibil ca el intr-adevár sá fi gásit o gresealá in memoriul 
unui matematician atit de mare ca Lebesgue. Obser¬ 
vaba lui Suslin s-a dovedit justá. Pentru a íntelege in 
ce constá ea, trebuie sá spunem mai intíi cá functiile 
reprezentabile sau exprimabile analitic, pe care le consi¬ 
dera Lebesgue in memoriul sáu, coincid cu functiile bore- 
liene sau, ceea ce este tot una, cu functiile din clasificaba 
lui Baire (aceste notiuni vor fi definite mai jos). Lebesgue 
enuntá si íncearcá sá demonstreze urmátoarea teoremá: 
„0 funche definitá implicit cu ajutorul unor reprezentári 
analitice este exprimabilá analitic ín mod explicit". 
Particularizind, dar fácindu-1 mai ciar, acest enunt revine 
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la urmátorul: „Dacá x ste o funche reprezentabilá 

analitic si inversabilá, atunci functia inversá í = <p(x) 
este de asemenea reprezentabilá analitic“. Demonstrafia 
luí Lebesgue decurge astfel: „Datoritá ipotezei, se 
poate aráta cá multimea punctelor din planul coordona- 
telor í, x ín care x — f(í) =0 este o multime borelianá 
E. Deci oricare ar íi a < p, partea B a lui£ pentru care 
a t ^ ¡3 este o multime borelianá. Insá proiectia, pe 
axa absciselor, a unui interval bidimensional este un 
interval unidimensional, proiectia unei reuniuni de mul- 
timi este reuniunea proiectiilor acestor multimi, iar pro- 
iectia intersectiei unui sir descrescátor de multimi este 
egalá cu intersería proiectiilor multimilor din sir. Tinind 
seamá cá multimile boreliene coincid cu multimile care se 
obtin pornind de la intervale, prin aplicarea repeiatá 
a operatiilor de reuniune numárabilá si intersectie 
desiruri descrescátoare, rezultá cá proiectia multimii B pe 
axa t =0 este o multime borelianá. Prin aceasta s-a 
demonstrat cá functia t = q>(x) este borelianá". 

Nu este greu de gásit greseala tn aceasta demonstratie. 
Afirmatia cá proiectia intersectiei unui sir descrescátor 
de multimi este egalá cu intersectia proiectiilor acestor 
multimii este falsá. 

Intr-adevár, fie E„ multimea tuturor punctelor din 
plan, ale cáror coordonate x, y satisfac conditiile x = 0, 

0 < y < — . Este vizibil cá nu exista nici un punct común 
n 

tuturor multimilor E„(n =1, 2, ...), deci proiectia pe 

ao 

axa absciselor a multimii f) E„ este multimea vida. 

rt= 1 

Pe de altá parte, oricare ar fi ti, proiectia pe axa abscise¬ 
lor a multimii E n este nevidá, fiind formatá dintr-un punct: 
originea. Deci intersectia proiectiilor multimilor £„ (n = 
= 1, 2, ...,) pe axa absciselor este nevidá. 

Important nu este faptul cá Suslin a gásit o gresealá 
tn memoriul lui Lebesgue. Pentru Lebesgue, aceastá 
gresealá era explicabilá din punct de vedere psihologie, 
ea fiind legatá de o chestiune lateralá fatá de scopul prin- 
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cipal al memoriului sáu. Greseala este cu totul lócala ?i 
nu atinge cu nimic valoarea acestu| memoriu. Intuida 
lui Lebesgue a fost, de altfel, justa. Intr-adevár, ulterior 
Luzin a dat o demonstrafie corectá teoreniei lui Lebesgue, 
Aceastá demonstrafie se sprijiná !n mod esenfial pe teo¬ 
ría mulfimilor analitice si, pina astázi, nu se cunoaste 
o posibilítate de a demonstra teorema lui Lebesgue fárá 
a se recurge la mulfimi analitice. 

Ceea ce este important estefaptul cá Suslin, analizínd pina 
la capát greseala lui Lebesgue, a descoperit cá o operafie 
atit de simplá, cum este proiectia, aplicatá unei mulfimi 
boreliene, poate sá conducá la o mulfime neborelianá. 
Mulfimile analitice limare nu sint altceva decít mulfimile 
liniare care se obfin ca proiecfii ale mulfimilor boreliene 
din plan. 

Din pácate, Suslin a murit toarte tinár (tn 1918). Luzin 
este cel care a construit intreaga teorie a mulfimilor 
analitice, cu prelungirea ei fireascá, teoría mulfimilor 
proiective. Aceastá teorie a lui Luzin, impreuná cu con¬ 
tribuya inifialá a lui Suslin, se aflá expusá intr-o carte 
celebra (a lui Luzin, publicatá la Paris, in limba francezá): 
Lecjii despre mulfimile analitice §i aplicafiile lor. In 1953 a 
apárut la Moscova o edifie nouá a acestei cárfi, edifie 
ingrijitá de doi dintre cei mai valorosi continuatori ai lui 
Luzin, Ludmila Keldís si P. S. Novikov (Luzin a murit 
in 1950). Aceastá edifie confine, sub forma de completan 
si observafii, únele contribufii care s-au adus in teoría 
mulfimilor analitice si proiective dupa aparifia primei 
edifii a acestei cárfi, in 1930. 

Luzin, in modestia sa, merge piná acolo incit atribuie 
lui Lebesgue meritul de a ti descoperit mulfimile analitice, 
deoarece (dupá cum vom aráta) construcfia acestor mulfimi 
este implicit confinutá in memoriul lui Lebesgue. Dar 
Lebesgue, in prefafa pe care a scris-o la edifia francezá 
a cárfii lui Luzin, „se apárá“ de aceastá descoperire, 
despre care márturise?te cá nu a avut nici cea mai vagá 
intuifie, arátind in acela?¡ timp valoarea si frumusefea 
incontestabilá a acestei teorii. 
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MUIJIMI $1 FUNCJII BORELIENE 


Desi, dupa cum vom vedea, putem ajunge la notiunea 
de muidme analítica fárá a cunoaste notiunea de muidme 
borelianá, este totusi preferabil sá amintim mai íntíi 
definida si únele proprietáfi ale multimilor boreliene. 

Fie o mulfime X. Tóate multimile considérate mai jos 
vor fi partí ale lui X. 

O familie S nevidá de multimi formeazá un corp, dacá 
operatiile de reuniune cel mult numárabilá§i de diferenfá, 
aplícate multimilor din S, conduc tot la multimi din S. 

Este u$or de vázut cá fiind date mai multe corpuri 
de multimi, multimile care sint comune tuturor acestor 
corpuri formeazá de asemenea un corp (chiar dacá fa¬ 
milia de corpuri este infinita). 

Fie acum o familie A de párfi ale lui X, Sá considerám 
totalitatea corpurilor care confín multimile familiei A. 
Existá cel pufin un astfel de corp, de pildá cel format 
din tóate párfile lui X. Intersecfia acestor corpuri este 
tot un corp care confine pe A si este „cel mai mic“ corp 
care confine multimile familiei A. Acest corp se numeste 
corpul generat de A si se noteazá cu S(A). 

Sá presupunem acum cá X este spafiul euclidian cu ti 
dimensiuni. Fie A familia tuturor intervalelor deschise 
n-dimensionale. Este usor de vázut cá A nu formeazá 
un corp. Corpul S(A) se numeste corpul mulfimilor bore¬ 
liene din spafiul euclidian ti- dimensional. Importanfa 
acestui corp decurge din faptul cá cele mai multe probleme 
care se pun in teoría clasicá a funcfiilor de variabilá realá 
sau a celor de variabilá complexa, conduc la mulfimi 
boreliene. Luzin a comparat rolul mulfimilor boreliene 
in raport cu multimile in genere, cu acela al numerelor 
ratónale in raport cu numerele reale. Intervalele sínt 
cele mai simple multimi boreliene. Importanfa lor in 
analizá este binecunoscutá. De cele mai multe ori, pro- 
prietáfile unei funcfii se studiazá intr-un interval. Dupa 
intervale, cele mai simple mulfimi boreliene sint multimile 
deschise si cele inchise. O multime deschisá este o mulfime 
care, o datá cu un punct al ei, confine o intreagá sferá 
centralá ín acest punct (sfera va trebui sá aibá atitea 
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dimensiuni, cite dimensiuni are spafiul euclidian in care 
lucrám). Se aratá cá orice multime deschisá este o reuniune 
numárabilá de intervale. Prin multime inchisá se intelege 
o multime a cárei complementará este deschisá. Multimea 
punctelor in care o funche continuá intrece o va loare 
datá este totdeauna deschisá. Multimea punctelor in care 
o functie continuá egaleazá o valoare datá este totdeauna 
inchisá. Multimea punctelor de analiticitate ale unei 
functii reale, de variabilá reala, sau ale unei functii com- 
plexe de variabilá complexá este totdeauna deschisá. 

Multimile boreliene care urmeazá in ordinea complica- 
tiei sínt reuniunile numerabile de multimi inchise (o 
astfel de reuniune se spune cá este o muidme de tipul 
F a ) si intersectiile numárabile de multimi deschise (o 
astfel de ¡ntersectie se spune cá este o multime de tipul 
G g ). Complementara unei multimi de tipul F a este o mul¬ 
time de tipul G 6 si reciproc. Fiind datá o functie reala, 
arbitrará, de variabile reale, multimea punctelor ei de 
continuitate este de tipul G 6 ; multimea punctelor de 
discontinuitate este de tipul F a . Mai mult, orice multime 
de tipul G s este multimea punctelor de continuitate ale 
unei anumite functii reale. 

Multimea numerelor ratónale este de tipul F a , dar 
nu este de tipul G 6 . Multimile care sint in acelasi timp 
detip F 0 s¡ de tip G 6 au o mare importará ín teoría functiilor 
reale. Astfel, matematicianul sovietic A. S. Kronrod 
a arátat cá pentru cao multime liniará sá fie atít de tip 
F„, cít si de tip G 6 , este necesar si suficient ca ea sá fie 
multimea punctelor de discontinuitate ale unei functii 
reale de o variabilá realá, derivabilá in orice punct in 
care este continuá, 

O ¡ntersectie numárabilá de multimi de tipul F a con- 
stituie o multime de tipul G o8 . O reuniune numárabilá de 
multimi de tipul G e constituie un G 8o . Fiind dat un sir 
de functii reale, continué, de variabilá realá, multimea 
punctelor de convergentá ale acestui sir formeazá un F oS ; 
reciproc, orice F o6 este multimea punctelor de convergenfá 
ale unui anume sir de functii continué. 

Continuínd astfel, prin aplicarea operatiilor de reuniune 
numárabilá si trecere la complementará, se obtin multimi 
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boreliene din ce in ce mai complícate. Multimile bore- 
iiene care apar cel mai des ín analiza clasica sint cele ín- 
chise, cele deschise, cele de tip F a si cele de tip G b . S-ar 
putea face o lista foarte bogatá de proprietáfi care con- 
duc la astfel de tipuri boreliene. Pe másurá ce studiul 
functiilor a progresat, s-au intilnit din ce in ce mai des 
si tipuri boreliene mai complícate, mai cu seamá in spatiul 
euclidian unidimensional. Muljimile boreliene de numere 
reale au únele propr¡etá(i remarcabile. Astfel, fiind data 
o funcfie f reala, univalentá (orice valoare este luatá cel 
mult intr-un punct) de variabilá reala, care este limita 
unui sir convergent de functii continué, nu numai cá 
multimea valorilor lui f este borelianá, dar reciproc, 
fiind data o muidme borelianá de numere reale, existá 
o funche f, reala, univalentá, limita a unui sir convergent 
de functii continué, astfel íncít multimea valorilor lui 
/ este insási multimea borelianá datá. Aceastá proprietate 
aratá cá orice muidme borelianá, oricit de complicatá 
ar fi ea, poate sá apará ín studiul unor functii uzuale: 
functiile limita de functii continué. Cele mai multe functii 
uzuale ín analizá se obtin ca limite de siruri convergente de 
functii continué. Asa sínt, de pildá, functiile derívate, 
functiile cu variare márginitá, functiile superior (sau 
inferior) semicontinue, functiile continué la stínga (sau 
la dreapta) ín fiecare punct etc. Este deci ciar cá pentru 
teoría functiilor uzuale, este necesar sá se íntreprindá 
studiul proprietátilor care aparan tuturor multimilor 
boreliene si nu numai tipurilor boreliene mai simple. 

Acest studiu a fost fácut si a dezváluit proprietáti remar¬ 
cabile. Astfel, orice multime borelianá este o imagine 
continua a multimii numerelor irationale. Orice imagine 
topologicá (adicá biunivocá si bicontinuá) a unei multimi 
boreliene este o multime borelianá. N. Luzin a pus unui 
elev al sau, P. S. Aleksandrov (ulterior, sefulscolii sovie- 
fice de topologie), problema puterii multimilor boreliene. 
P. S. Aleksandrov a reusit sá demonstreze, ín 1916 (con- 
comitent cu Hausdorff), cá orice multime borelianá, 
nenumárabilá, contine o multime perfecta nevidá. Rezul- 
tatul lui P. S. Aleksandrov este de o mare importará. 
Intr-adevár, se stia dinainte cá orice multime perfecta 
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nevidá este de puterea continuului. Din teorema luí 
P. S. Aleksandrov rezultá deci cá orice muljime borelianá 
nenumárabilá este de puterea continuului. In felul acesta, 
multimile boreliene „realizeazá ipoteza continuului". (Ipo- 
teza continuului afirma cá orice parte nenumárabilá a 
multimii numerelor reale este de puterea continuului, 
adicá poate fi pusá ín corespondenfá biunivocá cu mulfi- 
mea tuturor numerelor reale.) K. Godel a demonstrat cá 
ipoteza continuului nu vine in contradicfie cu sistemul 
de axiome al teoriei multimilor, dacá acest sistem nu este 
contradictoriu in sine. 

In 1963, Paul Cohén a coompletat rezultatul lui Godel, 
demonstrind cá nici negaba ipotezei continuului nu vine 
in contradictie cu sistemul de axiome al teoriei multimilor, 
dacá acest sistem nu este contradictoriu. Rezultá cá 
ipoteza continuului constituie o propozitie independentá, 
asa cum de altfel am semnalat si ín capitolul precedent. 

Paralel cu muRimile boreliene, se introduc functiiie 
boreliene; o funche reala f de o variabilá realá se numeste 
borelianá, dacá muRimea {x; f(x) > a} este borelianá, 
oricare ar fi a. Lebesgue a arátat cá functiiie boreliene 
coincid cu functiiie din asa-numita clasificare a lui 
Baire, prezentatá succint in capitolul. Functiiie continué 
constituie functiiie de clasa zero. Orice functie disconti- 
nuá care este limita unui s¡ r convergent de functii con¬ 
tinué este o functie de prima clasá. Orice functie care nu 
este continuá sau de prima clasá, dar care este limita 
unui s¡ r convergent de functii continué sau de prima 
clasá, este o functie de-a doua clasá si asa mai departe. 
Dacá o functie nu este de nici o clasá finitá, dar se poate 
obtine ca limita a unui sR convergent de functii de clasá 
finitá, atunci se spune cá aceastá functie este de clasá w 
(numitá si prima clasá transfinitá). Cu ajutorul functiilor 
de clasá w se defínese acum functiiie de clasá o + 1, apoi 
cele de clasá w + 2 s.a.m.d. Principiile dupá care se 
defínese aceste clase sint urmátoarele: muRimea claselor 
lui Baire este nenumárabilá; fiecare clasá este precedatá 
de un numár finit sau o infinítate numárabiláj de clase; 
dupá orice muRime numárabilá de clase urmeazá o nouá 
clasá. Clasa functiilor boreliene este cea mai mica clasá 
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de functii care confine tóate polinoamele si astfel íncit, 
pentru orice sir convergent de functii din clasá, limita 
sirului aparfine clasei. 

Cele mai multe functii discontinué care intervin in ana¬ 
liza sínt de prima clasá Baire. Totusi, inca ín secolul tre- 
cut, Dirichlet a fost condus ín mod natural sá considere, 
de pildá, funcfia f(x) = lim (lim eos (m! xx) 2 "), funefie 

m-+ oo n->oo 

care este de a doua clasá Baire (aceastá funefie este egaiá 
cu 1 pentru x rafional si cu O pentru x irafional). 


CÍTEVA EXEHPLE ,,RARE" 

Existá multimi neboreliene? Existá functii de clasá 
Baire oricít de mare? Existá functii care nu aparfin cla- 
sificafiei lui Baire? Iatá íntrebári care s-au pus din primul 
moment al aparifiei teoriilor lui Borel si Baire. Ráspun- 
sul, la tóate íntrebárile puse, este afirmativ si se obfine 
fárá mari dificultáfi. Se poate aráta cá familia tuturor 
multimilor boreliene este de puterea continuului. Pe de 
altá parte, se poate aráta cá familia tuturor multimilor 
din spafiul euclidian este de putere mai mare decit a con¬ 
tinuului. Infelul acesta, rezultá ex istenfa muí t ¡mi lor nebore¬ 
liene. Maimult, se aratá cá orice muRime de puterea con¬ 
tinuului confine o submuRime neborelianá. 

Acum, tinínd seama de teorema lui Lebesgue asupra iden- 
titáfii dintre funcfiile boreliene si funcfiile din clasificaba 
lui Baire, rezultá usor existenfa funcRilor reale, de varia- 
bilá realá, care nu apartin clasificafiei lui Baire. Estesufi- 
cient sá considerám o muRime E neborelianá si sá punem 
f(x ) = 1, dacá x e £ si f(x) = O dacá x tí £• 

Demonstraba de mai sus a nemulfumit pe unii matema- 
ticieni, din cauza caracterului ei neefectiv. Intr-adevár, 
demonstraba data nu indicá un exemplu de muRime sau de 
funefie neborelianá, ci ne face cunostintá cu existenfa mul¬ 
timilor si a func{iilor neboreliene pe o cale oarecum indi- 
rectá. 

Nu este deci lipsit de interes un exemplu de funefie discon¬ 
tinua, care nu este nici de prima, nici de-a doua clasá Baire. 
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Rationamentul pe care-1 prezentám se aplica si pentru 
a da un exemplu de funche care nu apartine nici unei clase 
iníerioare unei clase date. 

Sá punem 


ir-a+B 

P a . pW = Ca, P, y & • 


Y = 0 


Orice serie dublá de polinoame poate fi scrisá sub forma 



Pa.íi(x) 


( 1 ) 


Dacá pe un anumit interval seria (1) converge, atunci 
ea defineste pe acest interval o funche de clasá 0, 1 sau 2. 
Reciproc, orice funcfie de clasá 0,1 sau 2 poate fi definitá 
in acest fel (deoarece se stie cá orice funcfie continua este 
limitá uniformá de polinoame) printr-o alegere convena- 
bilá a coeficienfilor C„, p, T . Fiecárui sistem de constante 
C a , p, y sá-i asociem un numár reala cuprins íntre 0 si 
1 ín asa fel, incít corespondenfa íntre aceste sisteme de 
constante si numerele din [0,1] sá fie biunivocá. 

Sá definim acum pe (0, 1) o funcfie realá / in felul urmá- 
tor: fieO u C 1. Fie C„, p, T sistemul de constante cores- 
punzátor lui u. Fie (1) seria formatá cu acest sistem de con¬ 
stante. Dacá seria (1) astfel formatá, diverge sau converge 
catre un numár diferit de zero, pentru x = u punem/(a) -0; 
dacá, dimpotrivá, seria (1) areca suma pe zero pentru x = u, 
punem Funcfia / astfel definitá nu coincide cu 

nici o funcfie de clasá 0, 1 sau 2, deoarece o astfel de func¬ 
fie, definitá pe [0, 1], este reprezentabilá printr-o serie (1) 
convergentá pentru tóate valorile lui x cuprinse íntre 0 si 
1. Sá presupunem, pentru o clipá, ca / se poate reprezenta 
printr-o astfel de serie. Fie u numárul din [0,1] care cores- 
punde sistemului C„, p, v de coeficienfi din (1); pen¬ 
tru x = u seria converge, deoarece u este cuprins íntre 
O si 1 ; dacá suma seriei este diferitá de zero, trebuie sá 
avem ¡(u) = 0, iar dacá suma seriei este egalá cu zero, 
trebuie sá avem f(u) =1. Si íntr-un caz si in celálalt 
obfinem o contradicfie. 
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Din cele arátate rezultá cá / nu este de clasá O, 1 sau 2. 
Dar nu rezultá, cel putin explicit, cá / apanine clasifi- 
catiei lui Baire sau, in caz afirmativ, cárei clase ii apanine. 

Se poate obtine, folosind anumite modificári si comple- 
tári ale rationamentului de mai sus, o funche de clasá 3. 
Lebesgue a demonstrat cá nici o clasá (finitá sau transfi- 
nitá) din clasificaba lui Baire nu este vidá. Totodatá, el 
a arátat cá se pot definí, fárá a utiliza axioma lui Zermelo, 
íunctii care nu aparan clasificatiei lui Baire. 

Nu este locul sá insistám aici asupra unei chestiuni care 
a dat nastere la multe d iscut i i - Existenfa unei f i inte 
matematice trebuie consideratá íntotdeauna ín raport cu 
metoda prin care ea se stabileste. Demonstratüle de exis- 
tenfá ale lui Lebesgue, despre caream vorbit mai sus, utili- 
zeazá fie diagonala lui Cantor (o generalizare a metodei 
prin care se aratá cá multimea numerelor reale este nenumá- 
rabilá) fie totalitatea numerelor transfinite, de prima si 
a doua clasá. Numerele transfinite de prima si a doua clasá 
transfinitá pot fi definite ca indicii de ordine ai claselor 
din clasificaba lui Baire. Totalitatea lor este, evident, 
nenumárabilá. Aceste metode sínt socotite mai efective 
decít, de pildá, utilizarea axiomei alegerii a lui Zermelo, 
utilizare care este consideratá cazul cel mai tipie de demon- 
strafie neefectivá. Dar ele nu pot fi considérate in nici un 
caz niste rabonamente constructive. Baire a dat un exem- 
plu aritmetic (deci constructiv) de funche de a treia clasá. 
Sá expunem acest exemplu. Fie dezvoltarea in frache con¬ 
tinua a fiecárui numár x*, cuprins intre 0, 1; x = 

— + T-ÍJ + ¡-^+ •••. Sá definim pe [0, 1] o funche/ ín 

I «1 I “2 I “3 

felul urmátor: f(x ) = 1, dacá sirul a„ tinde cátre + oo, 
f(x) = 0 ín cazul contrar. Se poate aráta cá aceastá funefie 
este de a treia clasá Baire. 

Ludmila Keldis a reusit sá construiascá un exemplu de 
funche de a patra clasá Baire. lata acest exemplu. Fie, 
din nou, dezvoltarea ín frache continuá a fiecárui x cuprins 
intreOsi l.Dacá in sirul a x , x 2 , a 3 ...,format cu citurile necom- 


* Este preferabil, in cele doua exemple care urmeaza, ca x sá fie 
iraponal, pentru ca dezvoltarea lui x in fraepe continuá sá fietotdea- 
una esenpal infinitá. 
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píete ale dezvoltárii lui x, existá o infinítate de termeni 
distincfi, care se repetá^ fiecare, de o infinítate de ori, 
atunci punem f(x) = 1. In cazul contrar, punem f(x) = 0. 

Ulterior, Ludmila Keldi§ a obtinut un rezultat si mai 
puternic. Ea a dat un exemplu pur aritmetic de funche 
de a n -a clasá Baire, n fiind un numár natural dat. 

Dacá insistám asupra diverselor tipuri de existenfá in 
matenaticá, o facem pentru cá distinc(ia íntre aceste tipuri 
are o mare importantá tn teoría multimilor analitice si 
proiective. Lebesgue a obtinut, fárá sá-si dea seama, o mui¬ 
dme analítica neborelianá. El nu i-a acordat atenea cuve- 
nitá, pentru cá ea juca un rol accesoriu in problema care-l 
preocupa, aceea a definirii unei funcfii care scapá oricárei 
reprezentári analitice (deci care este ín afara clasificare! 
lui Baire). Lebesgue a utilizat in mod esenfial, in demon¬ 
straba existenjei unei astfel de funcjii, totalitatea numere- 
lor transfinite de prima si a doua clasá. Vom vedea mai 
tirziu cá ín acea clasificare a multimilor care ia ca punct 
de plecare multimile analitice, existenta multimilor de di¬ 
verse clase se demonstreazá prin procedeul diagonal al lui 
Cantor. 

Este un mare merit al lui Luzin de a fi observat cá, dupá 
cum se exprimá el ínsusi, in construya multimii definite 
de Lebesgue „se aflá confinutá, ca íntr-un germene, íntreaga 
teorie a multimilor analitice". De aceastá muidme se leagá 
asa-numita teorie geometricá a multimilor analitice, teo¬ 
rie construitá in intregime de Luzin. Ceva mai tirziu, dupá 
ce vom prezenta punctul de vedere al lui Suslin, vom da 
únele elemente ale teoriei geometrice a lui Luzin si vom 
definí operafia de trecere prin sitá (sau de ciuruire), care 
joacá un rol principal in aceastá teorie. 


MULTIMI ANALITICE $1 OPERAJIA LUI SUSLIN 

Am anunfat cá introducerea notiunii de multime analí¬ 
tica are ca punct de plecare clasa multimilor boreliene §i 
utilizeazá, ca operajie fundamentalá, proiectia. 

Cele mai simple multimi boreliene din plan sint dreptun- 
ghiurile cu laturile paralele cu axele. Partea comuná a unor 


2o4 



astfel de dreptunghiuri este sau tot un astfel de dreptunghi, 
sau multimea vida. Proiectia pe axa absciselor a unui astfel 
de dreptunghi este un interval unidimensional. Rezultá 
•cácele mai simple multimi boreliene plañe—intervalelebidi- 
mensionale — nu stnt ín stare sá furnizeze nimic nou atunci 
eind sint supuse operatiilor de intersectie si de proiec{ie. 

Sá trecem acum la clasa urmátoare de multimi boreliene, 
multimile deschise. O muidme plana deschisá este o reuni- 
une cel mult numárabilá de dreptunghiuri de tipul prece- 
dent. Insá este usor de vázut cá proiectia unei reuniuni 
de multimi este egalá cu reuniunea proiectiilor acestor 
multimi. Rezultá astfel cá proiectia pe axa absciselor a unei 
multimi plañe deschise este o mulfime deschisá liniará. 
Nici de asta data nu am obtinut ceva nou, nu am iesit din 
clasa borelianá de la care am pornit. 

Sá trecem acum la multimile de tip G b . Fie A o astfel de 
mulRme. ¿leste o intersectie cel mult numárabilá de mul- 
fimi deschise. Aici trebuie sá fim mai atenti, deoarece am 
vázut mai sus cá proiectia unei intersectii nu este, ín gene¬ 
ral, egalá cu intersecRa proiectiilor. 

Avem: 

A = h u DZ =(D\\J DlUDili -)n(0íUD¡U...)n 

m= 1n=1 

n (di u d % u •••) n 

sau 

A= U D' n DlD* 3 •■•*). (2) 

(n1.n2.n3.--) 

Reuniunea care furnizeazá pe A parcurge tóate sirurile 
posibile de numere naturale, deci este o reuniune nenumá- 
rabilá. sint dreptunghiuri cu laturi paralele cu axele. 
Avem: 

pr A = U pr(Dl ...), (3) 

(n¡, n 2 , n 3 ,...) 

unde prin pr am notat, si vom nota si de acum inainte, 
operafia de proiectie pe axa absciselor. Acum vom profita 


* Uneori vom nota intersería unor multimi prin simpla juxtapu- 
nere a acestor multimi. 
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de o observare simplá, ín legáturá cu proiectia unei inter- 
sectii de multimi: fiind dat un sir descrescátor de multimi 
plañe, ínchise si márginite, proiectia intersectiei multimi- 
lor din sir esteegalá cu intersería proiectiilor acestor mul¬ 
timi. Dreptunghiurile care figureazá ín (3) sínt multimi 
ínchise si márginite, ínsá sirul Dl ¡t D ...nueste, 
ín general, un sir descrescátor. Va trebui deci sá ínlocuim 
acest s¡ r printr-unul descrescátor, care ínsá sá aibá aceeasi 
intersectie ca si primul. lata cum se poate face aceasta: 
punem 

Di t n £>I 2 n d 3 „ 3 n ... n D k nk =d v v ...„*. 

Este vizibil cá 

d\ n di 3 n di 3 n ... = z\n n d W3 n .... (4) 

In acelasi timp avem 

D » í D => D W , => - . 

deci 


pr(D ni QD n¡ „ 3 n D„ iV3 n-) = prD ni prD,, in¡ prD„ iV3 ... (5) 


Sá punem 


prD ni „ 3 ...„ k = 8 *^ •••„*. ( 6 ) 

» t "' n k' ca Proiectie a unui dreptunghi, este un inter¬ 
val unidimensional sau multimea vida (dacá D„ in¡ „ k 
este multimea vidá). 

"pnind seama de (3), (4) (5) si (6), obtinem 

prA = U ^riino • (7) 

(n i. n¡¡, n 3 ...) 


Faptul remarcabil este cá nu numai multimile plañe de 
tip G 8 , dar orice muidme borelianá planá furnizeazá, prin 
proiectie, o muidme de tipul membrului doi din (7). Este 
astfel de inteles de ce tocmai expresia (7) a atras atenea 
principalá a lui Mihail Suslin. Suslin numeste sistem deter- 
minant de multimi o familie de multimi (A nint ...n k } 
cu proprietatea cá fiecárui sistem finit n lt n 2 . rit de 
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numere naturale ii corespunde o multimedin familie, pecare 
o notám cu A nin ,.., nk . Numim nucleu al sistemului deter- 
minant o multime pe care o notám cu ¿V n/c } si care 

are expresia 

U A ni A nin2 A ninsn;i .... 

(ni, n- : . n !r ...) 

Se numeste multime analítica liniará sau multime A nucleul 
oricárui sistem determinant format din intervale uni- 
dimensionale inchise. Dacá un sistem determinant 
este format din intervale bidimensionale ínchise, nu¬ 
cleul sáu este o multime analiticá plana. Jinínd seama 
cá mulfimea tuturor sirurilor de numere naturale 
este de puterea continuului, rezultá cá familia multimi- 
lor analitice este de puterea continuului. Sá mai observám 
cá din faptul cá un interval este o multime analiticá si cá 
reuniunea cel mult numárabilá si intersería cel mult- 
numárabilá de multimi analitice conduc tot la mulfimi 
analitice, rezultá urmátorul fapt extremde ¡mportant:orice 
multime borelianá este analiticá. Din definida pusá si din 
dezvoltárile efectúate rezultá cá proiectia oricárei multimi 
boreliene este o multime analiticá. Mai mult decit atít, 
avem ín aceasta o proprietate característica, o nouá defi¬ 
niré a multimilor analitice. ín adevár, fie M o multime ana¬ 
liticá liniará, Fie {8 nin¡¡ ... nk } sistemul determinant for¬ 
mat din intervaie inchise, care admite ca nucleu pe Aí„ 
deci pentru care 

M = U 5 ni (8) 

(«, n 2 , .... n k ...) 

Inlocuim fiecare interval S n¡n , prin intersectia 
SnjSmna ... 8 ni n, ...n k ■ Aceasta nu schimbá intersectia 
8„i8 Bl „ s S„ in2 „ 3 ■■■ S n¡ ...„ k ... care figureazá in (8), transfor- 
mínd-o in acelasi timp intr-o intersectie a unui s¡ r 
descrescátor de multimi. Pentru a nu mai complica insá 
scrierea, admitem cá 

8^! ID 8 mn-z ^ 8 Rin2rt3 Z3 **’ * (9} 

Sá asociem fiecárui S^un dreptunghi D k , a cárui proiectie 
pe axa absciselor este si astfel incit dacá m =f= n, D m nu 


4 
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are puñete comune cu D n . In interiorul fiecárui drept- 
unghi D n j, sá construim acum dreptunghiuri D ni , nt (n 2 = 
=1,2,3...), ale cáror proiectii pe axa absciselor sínt inter- 
valele S n ,„ 2 . Aceasta este posibil, deoarece 8 ni D (a se 
vedea (9)). Dreptunghiurile D nirl2 vor fi construite ín 
asa fel, íncít dacá p =£ q, atunci D niP nu are puñete co¬ 
mune cu D niq ■ Continuind astfel, obtinem dreptunghiuri 
D ni n¡ ...n k , ale cáror proiectii pe axa absciselor sínt toemai 
intervalele S ni „ s ...„ k , astfel íncít fiecare dreptunghi 
D ni „ 2 .. ,n k este confinut in dreptunghiul D nin! ...„ ki , iar 
dreptunghiurile D nin2 ...„ kp si nu au puñete 

comune dacá p q. 

Fie acum reuniunea tuturor dreptunghiurilor D ni n 2 ...n 4 , 
fórmate cu k indici. £4 este o reuniune numárabilá 
de multimi boreliene, deci este ea ínsási borelianá. Muí- 

X 

fimeaA = fj £* este deci de asemenea borelianá. 

k= i 

Rámine sá observám acum cá pr A = M, M fiind mult¡- 
mea analiticá datá de ( 8 ). Prin aceasta am demonstrat cá 
multimile analitice liniare coincid cu proiectiile multimi- 
lor boreliene din plan. 

W. Sierpi'nski a arátat cá nu este necesar, pentru a obtine 
totalitatea multimilor analitice liniare, sá considerám 
proiectiile multimilor boreliene de tóate tipurile posibile; 
el a arátat cá orice multime analiticá liniará este proiec- 
tia unei multimi plañe, de tipul borelian G 6 . 


LEBESGUE, AUTOR INVOLUNTAR AL PRIMULUI EXEMPLU 
DE MULTIME ANALITICA NEBORELIANÁ 

Am vázut cá descoperirea lui Suslin ísi are originea in- 
tr-o gresealá din memoriul citat al lui Lebesgue. Dar teoria 
multimilor analitice mai are si alte puñete de contact cu 
acest memoriu. Unul dintre cele mai importante a fost 
sesizat de Luzin. Iatá despre ce este vorba. 

La sfírsitul memoriului sáu, Lebesgue efectueazá urmá- 

toarea constructie: fie r„ r 2 . r¡, ... un sir format cu 

tóate numerele rafionale din [0, 1]. Fie, pentru un x dat 
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din [O, 1], dezvoltarea diadicá corespunzátoare (avind grijá 
ca cifra 1 sá figureze de o infinítate de ori). 


Sá suprimám din sirul {r,} pe tofi acei r¡ pentru care 0«- -= 0. 
Fie r\ r' 2 •••/,', ••• sirul ramas. Sá considerám acum mul- 
timea E a numerelor x din [0,1] pentru care púnetele cores¬ 
punzátoare valorilor r' formeazá o multime bine ordonatá 
ín raport cu relafia <(o muidme de numere reale este bine 
ordonatá, dacá orice parte a ei confine un cel mai mic 
element). Luzinaratá cá complementara A a mulfimii E este 
o multime analítica neborelianá. 

Acesta este primul exemplu, ín ordine cronológica, de 
multime analítica neborelianá, exemplu care a stat la baza 
cercetárilor lui Luzin si Suslin. 

Pentru a intelege valoarea exemplului lui Lebesgue, tre- 
buie sá nu uitám cá familia mulfimilor analitice este de 
puterea continuului si, deci, cá un exemplu de multime 
analiticá neborelianá nu se poate obfine cu ajutorul axio- 
mei lui Zermelo, deoarece aceastá axiomá, conducind la 
c c alegeri posibile, ar furniza o clasá de mulfimi de pu- 
tere superioará continuului. 

Pentru a demonstra analiticitatea mulfimii A, Luzin 
a folosít urmátoarea variantá a notiunii de multime ana¬ 
liticá (se demonstreazá echivalenfa ei cu definifia data 
mai sus): „0 multime liniará este analiticá, dacá ea estemul- 
(imea valorilor unei functii reale de variabilá realá ale 
cárei puñete de discontinuitate formeazá o multime cel 
mult numárabilá". 

Acum putem infelege sensul denumirii „analiticá“. Orice 
funefie de tipul de mai sus este limita unui sir convergent 
de funefii continué. De aici se deduce cá o astfel de funefie 
este suma unei serii convergente de polinoame cu coeficienfi 
íntregi, deci o astfel de funefie este definitá cu ajutorul 
unei expresii analitice. 


209 



SITA LUI LUZIN 


Multimea A a sugerat lui Luzin introducerea operatiei 
de ciuruire sau de trecere prin sita. Fie douá axe perpen- 
diculare si fie pátratul cu laturiie date de ecuafiile x = 0, 
y = 0, x = 1, y = 1. Sá considerám pe latura x = 0 a 
acestui pátrat tóate púnetele ratónale r lt r 2 , ••• r n , ••• (cu- 
prinse fntre 0 si 1). Sá ducem prin r„ paralela la axa y = 0 
si sá impárfim por{iunea din paralela, cuprinsá !n pátra¬ 
tul de mai sus, ín 2” segmente egale. Sá refinem dintre 
aceste segmente numai pe cele de rang par (rangul fiind 
socotit de la stínga spre dreapta). Efectuind aceastá ope¬ 
rare pentru fiecare /?, obtinem o familie numárabilá de 
segmente paralele cu axa y = 0 si formind o multime G 
densa ín pátratul de mai sus. Este natural sá numim sita 
reuniunea acestor segmente. Intr-adevár, orice dreaptá 
x = x 0 (0 < x 0 <1 1) íntílneste ín multimea G o multime 
de puñete de ordonate ratónale, multime care se proiec- 
teazá pe axa x = 0 dupa o parte R Xo a multimii (rj, r 2 , 
..., r„,...}. Deci multimea G introduce, pentru fiecare para¬ 
lela la axa x = 0, o selectie ín multimea {r^ r 2 , .... r„, 
•••}, retinínd doar o parte a acestei multimi. Este deci o 
veritabilá sita. 

Dar lucrurile nu se opresc aici. Observám cá un punct r n 
de pe x = 0 apanine proiectiei R x , dacá si numai dacá 
avem 0„= 1 (0„ fiind a n -a cifrá ín dezvoltarea diadicá a 
lui x 0 ). De aici rezultá cá multimea A se caracterizeazá 
prin proprietatea cá orice dreaptá x = x 0 , cu x 0 E A (si 
numai o astfel de dreaptá), íntílneste ín sita G o multime 
care nu este bine ordonatá, deci pentru care R x „ nu este 
bine ordonatá (ín raport cu ordinea ín care púnetele se ín- 
tilnesc de jos ín sus). Spunem cá multimea A este obtinutá 
prin ciuruire, cu ajutorul sitei G, prin mijlocirea proprie- 
tátii de a nu fi bine ordonatá. 

Fie acum, ín general, o multime M densá ín plan. Fie tu 
o proprietate care are sens pentru multimile liniare. 
Fie A X {M) multimea tuturor numerelor reale x 0 , astfel 
íncít multimea de intersectie a dreptei x = x 0 cu M are 
proprietatea tu. Spunem cá A X (M) se obtine ciuruind mul¬ 
timea planá M cu ajutorul proprietátii 
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lata acum cíteva rezultate remarcabile legate de operaba 
de ciuruire (trecere prin sita). C. Kuratovski si E. Szpil- 
rajn-Marczewski au arátat cá ori de cite ori M este inchisá, 
iar ti este proprietatea de a contine cel putin un punct de 
ordonatá irationalá, A„ )M) este o muidme analítica. S. Ma- 
zurkiewicz si W. Sierpiñski au aratat cá dacá M este ín- 
chisá, iar 7t este proprietatea de a fi nenumárabilá, A_ T (M) 
este analiticá. In sftrsit, N. Luzin si W. Sierpiñski au ará¬ 
tat cá dacá M este ínchisá, iar tu proprietatea de a nu fi bine 
ordonatá dupá márimea ordonatelor, A T (AÍ) este de ase- 
menea analiticá. 


MUITIMILE ANAIITICE 

$1 HULJIMEA NUMERELOR IRAJIONAIE 

Am semnalat mai sus cá orice muidme analiticá poate fi 
ob^inutá cu ajutorul unei funcfii care are o multime cel 
mult numárabilá de puñete de discontinuitate. Acesta 
nu este singurul mod de a obtine o multime analiticá drept 
multime a valorilor unei anumite functii. lata cum se poate 
ajunge la un alt rezultat de acest tip: se poate aráta cá orice 
multime analiticá poate fi obtinutá ca nucleu al unui 
sistem determinant |S ni „ 2 ,.... pentru care intervalele ín- 
chise S„,. „ 2 .sint nevide si verificá relatia (9), iar 

lungimea intervalului ... „ k este inferioará lui . In 

acest fel, intersería S ni 8 ni „ t S„ in2 „ 3 care apare tn 
expresia (8) a unei multimi anal itice, se reduce la un 
singur punct. Dar sirul n lt n 2 , n 3 , ... definesteun numár 
irational, si anume(se stie cá un numár realadmiteodezvol- 
tare ín fractie continuá infinita, dacá si numai dacá el 
este irational): 


i 


Rezultá cá multimea analiticá data coincide cu multimea 
valorilor functiei f(x), definite pe multimea I a numerelor 


211 



¡ratónale cuprinse intre 0 si 1, prin conditia ca f(x) sá 
fie punctul común intervalelor § ni , 8 nln¡¡ , ... Aceasta 

funcfie este continua pe si prin multimea /. Intradevár, 

fiind date douá numere x S I, x' e, /, x = -!-' + 

l"i 

+ + r-'+ si x' = r ^+ r i, 1 - .., avem n¿ = n'¡, 

1«2 I «» !«1 l «2 

1 i <! k, pentru un k cu atit mai mare cu cit x 
si x' sínt mai apropíate. Insá in aceste condifii, f(x) 
si í(x’) aparan unui acelasi interval 8 nin¡ ...n k< unde k 
este cu atit mai mare, cu cit x si x' sint mai apropíate. 
Amintindu-ne cá lungimea lui este inferioará lui 

—, rezultá continuitatea func(iei f(x). Am stabilit 
k 

deci cá orice muidme analítica liniará este imagine 
continué a multimii I. Insá mulfimea 1 este la rindul ei 
o imagine continua a multimii tuturor numerelor ¡ratónale. 
Inconcluzie: orice muidme analítica liniará esteo imagine 
continua a multimii tuturor numerelor ¡ratónale. Acest re- 
zultat nu este de natura sá ne surprindá, deoarece el este 
cunoscut dinainte (a se vedea prima parte a capitolului) 
pentru o clasá vasta de muitimi analitice, aceea a multimi- 
lor boreliene. Vomaráta insá — §i aceasta nu maieste valabil 
pentru mulfimile boreliene — cá si reciproca teoremei de 
mai sus este adeváratá. Fie, íntr-adevár, f(x) o funche con¬ 
tinua pe si prin multimea R a tuturor numerelor ¡rató¬ 
nale. FieGgraficul lui /(x), adicá multimea planá a punctelor 
de coordonate (x, /(x)), unde x G R. Multimea A a valori- 
lor lui /(x) este proiec{ia, pe axa ordonatelor, a multimii 
plañe G. Este deci suficient, pentru a demonstra analitici- 
tatea multimii A, sá arátám cáGeste o multime borelianá 
(deoarece s-a arátat mai sus cá multimile analitice lim¬ 
are coincid cu proiectiile mulfimilor boreliene din plan). 
Pentru aceasta, vom aráta cá G este intersectiaa douámul- 
timi boreliene. Fie G inchiderea lui G, adicá totalitatea 
punctelor lui Gji a punctelor de acumulare ale lui G. Este 
usor devázutcáGeste inchisá, deci borelianá. FieTmultimea 
tuturor punctelor din plan a cáror abscisa este irationnlá. 
r este o multime de tip G 6 , deoarece complementara ei 
este reuniunea (numárabilá) a dreptelor x = r (r rational), 
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iar o dreaptá este o multime ínchisá. Din faptul cá f(x) 
este continua pe si prin R, rezultá cá G = Gf[T, deci G 
este borelianá (G este de tip G 6 , deoarece se aratá usor 
cá orice multime Inchisá este de tip G 6 ). Am demonstrat 
deci cá orice imagine continuá a multimii numerelor 
irationale este o multime analítica. 

Sá mai semnalám, fárá a intra ín detalii, cá orice mul¬ 
time analiticá liniará este muljimea valorilor unei functii 
superior semicontinue (adicá pentru care lim f(x') <; f(x), 

x'-+x 

oricare ar fi x) si cá valorile oricárei functii din clasifica- 
tia lui Baire formeazá o muidme analiticá. (Valorile unei 
functii másurabile nu formeazá, in general, nici mácar o 
multime másurabilá.) 

CUM RECUNOASTEM DACÁ O MULTIME ANALITICA 
ESTE BORELIANÁ ? 

Prima problemá mai importantá care s-a pus ín teoria 
multimilor analitice a fost aceea a existentei unei multimi 
analitice neboreliene. Ast f el, scopul principal al lui Sus- 
lin a fost gásirea unei multimi boreliene plañe, a cárei pro- 
iectie pe o dreaptá este o multime liniará neborelianá. Am 
vázut mai sus cá si Luzin s-a ocupat mult de aceastá pro¬ 
blemá. Dupá rezolvarea ei, era important sá se stabileascá 
criteríi pentru recunoasterea multimilor boreliene. Primul 
criteriu de acest tip a fost stabilit de Suslin, care a arátat 
cá o condifie necesará si suficientáca o mulfime sá fie bore¬ 
lianá este ca atlt ea, cít si complementara ei sá fie analitice. 
Acest rezultat este foarte important, deoarece pune ín evi- 
den{á existenfa unei clase noi de multimi, clase care se 
situeazá ín mod natural dupá clasa multimilor analitice. 
Studiul lor s-a dovedit a fi difícil si, dupá cum vom aráta, 
matematicienii nu aupututíncá sá rezolve principalele pro- 
bleme legate de ele. 

Ulterior s-au dat si alte criterii de recunoastere a multimi¬ 
lor boreliene. Astfel, Luzin a arátat cá o condifie necesará 
si suficientá ca o multime nenumárabilá (orice multime 
numárabilá este borelianá) sá fie borelianá este ca ea sá fie 
imaginea biunivocá si continuá íntr-un sens a multimii 
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numerelor irationale. De aici rezultá cá notiunea de mul- 
time borelianá nu este numai un invariant topologic, ci 
si un invariant al unor transformári mai generale decít cele 
topologice, anume al transformárilor biunivoce si continué 
íntr-un sens. 


PROPRIETÁTI ALE MULTIMILOR ANALITICE 

O data precizat locul multimilor boreliene in clasa mul- 
timilor analitice, o data stabilit caracterul mai larg al 
acesteia din urmá, este natural sá ne íntrebám care sint 
proprietátile de structurá ale multimilor analitice si com- 
portarea lor fa^á de diferite operatii. Este usor de vázut cá 
o reuniune sau o intersecóle numárabilá de multimi ana¬ 
litice conduce la o multime analítica. 

O multime analítica nenumárabilá confine totdeauna o 
multime perfecta nevidá, deci are puterea continuului 
(pentru cá o multime perfecta nevidá are puterea continuu¬ 
lui). Orice muidme analítica este másurabilá in sens Lebes- 
gue, dar existá multimi másurabile Lebesgue care nu sint 
analitice. 

O proprietate remarcabilá a multimilor analitice este 
data de asa-numitul primul principiu a! multimilor ana¬ 
litice, separabilitatea (fi); fiind date douá multimi anali¬ 
tice A si B, fárá puñete comune, existá douá multimi bore¬ 
liene A x si B lt astfel incít A c A lt B C B x si A 1 f| = 0. 
Din aceastá proprietate, gásitá de Luzin, rezultá imediat 
jumátate din teorema de mai sus a lui Suslin. Intr-adevár, 
dacá o muidme A si complementara ei B ar fi analitice, 
atunci am avea A x = A, B x = B, deci A ar fi borelianá. 

Pe de altá parte, s-a putut da un exemplu de douá mul¬ 
timi A si B complementare analitice fárá puñete comune, 
pentru care nu existá douá multimi boreliene A x si B x fárá 
puñete comune, astfel incit A C A x , B c B v 

Al doilea principiu al multimilor analitice, gásit tot de 
Luzin, este numit separabilitatea {CA). Pentru a-1 putea 
enunta, sá punem mai íntti o definifie: spunem cá douá 
multimi A si B, fárá puñete comune, sint separabile cu 
ajutorul a douá complementare analitice, dacá existá douá 



multimi A 1 si B¡ complementare anaütice, astfel incít 
A C A¡, B c B v A if) B t , = 0. Principiu 1 al doilea se 
enuntá astfel: dacá din douá multimi anaütice se suprima 
partea lor comuna, atunci cele douá partí rámase sínt sepa- 
rabile ( CA). 

Exista o complementará analítica nenumárabilá care nu 
contine nici o multime perfectá nevidá? Aceasta este una 
dintre problemele cele mai grele privitoare la complemen- 
tarele anaütice. Asupra caracterului acestei probleme vom 
reveni mai tírziu, eind vom discuta si despre alte probleme 
grele. 

Sá retinem deocamdatá cá o complementara analítica 
este totdeauna másurabilá ín sens Lebesgue, deoarece mul- 
timile anaütice sínt másurabile. 

Am vázut mai sus cá notiunea de multime analítica este 
un invariant al transformárilor continué. Complementarele 
anaütice nu au aceastá proprietate. S-a putut insá aráta cá 
notiunea de complementará analítica este un invariant 
topologic. 

In sfírsit, o legáturá íntre multimile anaütice si com¬ 
plementarele lor este datá de urmátoarea teoremá: orice 
multime analiticá este o imagine biunivocá si continua 
a unei complementare anal itice. 

Nu vom mai insista asupra proprietátilor mulfimilor 
anaütice si ale complementarelor lor. Vrem acum sá ilus- 
trám, prin exemple cft mai varíate, felul íncare intervine 
ín matemática aceste multimi si mai ales acele dintre ele 
care nu sínt boreliene. 


EXEMPLE DE MULTIMI ANAÜTICE 

Exemplul 1. Fie f(x) o funche reala, definitá si continua 
pe dreapta reala. Mulfimea valorilor luate de f(x) ín púne¬ 
tele ei de derivabilitate este analítica. Reciproc íiinddatá 
o multime analiticá liniará E, exista o funche reala f(x), 
definitá si continua pe dreapta realá, astfel íncít mulfimea 
valorilor luate de (fx) ín púnetele de derivabilitate coin¬ 
cide cu E. 

Exemplul 2. Fie f(x) o funefie realá, definitá si continua 
pe dreapta realá. Valorile pe care f(x) le ia de o infinítate 
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nenumárabilá de ori íormeazá o multime analítica. Reci- 
proc, orice multime analítica liniará este multimea 
vaiorilor pe care o anumitá functie continué le ia de o 
infinítate nenumárabilá de ori. 

Exemplul 3. Valorile pe care o funche reala borelianá, 
definitá pe o multime borelianá de numere reale, le ia o 
singurá data formeazá o complementará analítica. Orice 
complementará analiticá liniará este multimea vaiorilor 
pe care o anumitá funche reala, continué, definitá pe o 
multime inchisá, le ia o singurá datá. 

Exemplul 4. Fie f(x, y) o funche realá, definitá si con¬ 
tinué pentru 0<*<1, 0 -<í/.< 1. Sá considerám valorile 
lui a:G[ 0, 1], pentru care ecuajia f(x, y) = 0 are o singurá 
solutie y £ [0,1], Sá notám cu A(f) multimea tuturor valo- 
rilor lui y care corespund unor astfel de valori ale lui x. A(f) 
este o multime analiticá. Reciproc, orice multime analiticá 
din [0, 1] este multimea A(f) a unei anumite functii f(x, y) 
continué pentru 0<x< 1, 0 r/ < 1. 

L. Kantorovici numeste functie A (functie CA) o funche 
realá /, pentru care multimea {*; f(x)>c} este o multime 
analiticá (complementará analiticá), oricare ar f¡ c. 

Exemplul 5. Fie f(x, y) o functie márginitási borelianá. 
Functiag(x) =sup/(x, y) esteo funche A, iar functia h(x) = 
y 

—- inf f(x , y) este o functie CA. Functia lim sup f(x, y) este o 
y y-*a 

functie A, iar lim inf f(x, y) este o functie CA. 

y-+a 

Exemplul 6. Derívatele partíale superioare (sau inferi- 
oare) ale lui U. Dini ale unei functii f (x, y) boreliene sínt 
functii A (sau CA) 

Fie 2' spatiul tuturor multimilor ínchise continute tn 
intervalul compact I. Acest spatiu poate fi metrizat cu dis¬ 
tanta introdusá de matematicianul román Dimitrie Pompeiu. 
Fiind date douá muljimi ínchise Ec.1, Fcl, distanta 
íntre E si F este, prin definiré, cel mai mare dintre urmá- 
toarele douá numere 

sup p(x, F), sup p(y, E), 

«e£ yeF 

unde prin p(*, F) (respectiv p (y, E)) am notat marginea 
inferioará a distantelor lui a: la diversele puñete din F (res- 
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pectiv marginea inferioará a distantelor luí y la diversele 
puñete din E). In spafiul 2' cu distanta astfel introdusá se 
pot definí, ca si pe dreaptá, multimile ínchise si deschise. 
Multimile boreliene din 2‘ vor fi definite ca multimile 
apartinind celui mai mic corp care contine multimile Ínchise. 
Prin definitie, o parte a lui 2 l este analiticá, dacá ea este 
imagine continua a unei párti boreliene. 

Cu aceastá pregátire putem trece la 

Exemplul 7. Tnspatiul 2', multimea avínd drept elemente 
multimile ínchise nenumárabile din /, este o muidme ana¬ 
liticá neborelianá. 

Sá considerám acum spatiul £' al functiilor reale, con¬ 
tinué pe intervalul compact /. Distanta íntre douá elemente 
x si y din ¿ 1 se defínele ca 

sup \ x{t) — y(t)\. 
ter 

In spatiul £' se defínese, ca si ín spatiul 2 l , mai íntíi 
partile boreliene, apoi cele analitice, apoi complementarele 
analitice. 

Exemplul 8. In spatiul ¿ l , func{iile derivabile ín fSe¬ 
care punct din / formeazá o complementará analiticá nebo¬ 
relianá. 

lata acum si un exemplu din teoría functiilor de variabilá 
complexa: 

Exemplul 9. Multimea valorilor asimptotice ale unei 
functii meromorfe ín cercul unitate este o multime anali¬ 
ticá. Reciproc, orice multime analiticá este multimea va¬ 
lorilor asimptotice ale unei anumite functii meromorfe ín 
cercul unitate. 

Vom indica, ín cele ce urmeazá, douá exemple de pro- 
bleme a cáror tratare utilizeazá ín mod esential multimile 
analitice si complementarele lor. 


PROBLEMA UNIFORMIZAR!! MULTIMILOR 
SAU PROBLEMA FUNCTIILOR IMPLICITE 

Sá considerám mai íntíi asa-numita problema a unifor- 
mizárii multimilor. Fie ín planul XOY o multime E de 
puñete. Vom spune cá E este uniforma ín raport cu axa 
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OX, dacá orice paralela la axa OY íntilneste multimea £ 
ín cel mult un punct. 

Vom spune cá multimea E este uniformizabilá, dacá 
exista o parte uniforma E t a lui E, avínd peOX aceeasi pro- 
iectie ca si E. E 1 se numeste uniformizatoarea lui E. 

Este de observat cá existenta lui E x este asiguratá de 
axioma alegerii. Se pune ínsá problema dacá multimea uni- 
formizatoare £ t poate fi aleasá astfel íncit proprietátile ei 
sá fie cít mai apropíate de cele ale lui £. Aceastá problema 
este studiatá, intr-un caz particular, ín analizá, la capito- 
lul despre funcfii implicite. In adevár, acolo se da o func- 
tie continuá f(x, y), prevázutá cu anumite calitáfi, si se 
uniformizeazá multimea inchisá definitá de relaja f(x, y) = 
= 0, cu o multime de asemenea inchisá. 

Ce se íntímplá ínsá dacá multimea E a punctelor de coor- 
donate v, y, pentru care f(x , y) = 0, nu mai este inchisá? 
Problema s-a complicat si analiza clasicá nu mai este in 
stare sá ráspundá la ea. Totusi, problema este deosebit de 
importantá, atit pentru analiza clasicá, cit si pentru analiza 
functionalá. Este important, de pildá, sá se stie dacá E, 
fiind o multime borelianá, poate fi uniformizatá cu o mul¬ 
time de asemenea borelianá. Este vizibil cá aici este 
vorba despre o generalizare a problemei functiilor impli¬ 
cite. 

Nu este greu de vázut cá ráspunsul la problema de mai 
sus este negativ. In adevár, stim cá exista o multime £ 
borelianá ín plan (chiar de tip G 8 ) a cárei proiectie pe OX 
este o multime E* neborelianá (deoarece orice multime 
analítica liniará este proiectia unui anume G 8 ). Dacá £ ar 
putea fi uniformizatá cu o multime £j boreliana, atunci 
multimea £* ca imagine biunivocá si continuá (proiectia 
este o transformare continuá) a lui E t , ar trebuisá fie 
de asemenea borelianá. 

N. Luzin si P.S. Novikov au arátat mai mult, anume cá 
exista mulfimi boreliene care nu pot fi uniformízate cu 
multimi boreliene, desi proiectia lor pe OX este borelianá. 

Se pune atunci intrebarea, dacá nu cumva orice multime 
borelianá se poate uniformiza cu o multime analiticá. 

Aceastá problema este importantá, íntre áltele, si pen¬ 
tru faptul cá dacá multimea punctelor de coordonate(x,/(x)) 



este analítica, atunci se poate aráta cá functia f este másu- 
rabilá. Si aici ráspunsul este negativ. S-a putut tnsá aráta 
cá orice multime borelianá din plan se poate uniformiza cu 
ajutorul unei complementare analitice. In sfirsit, in ce 
priveste multimile analitice, ele nu se pot uniformiza, ín 
general, nici mácar cu complementare analitice. Inschimb, 
dupa cum a arátat matematicianul japonez Kondo, orice 
complementará analiticá se poate uniformiza cu ajutorul 
unei complementare analitice. 

Menjionám cá rezultatele de mai sus asupra uniformi¬ 
zara muljimilor, ca si cele privitoare la curbele analitice, 
despre care vom vorbi índatá au fost publícate pentru prima 
datá de catre Luzin, in revista románeascá „Mathematica“ 
de la Cluj (vol. 4, 1930 si vol. 10, 1935). 


PROBLEMA CURBELOR ANALITICE 

Un fenomen deosebit de interesant, in ce priveste impor- 
tanja multjmilor analitice, il prezintá problema curbelor- 
analitice. Injelegem — aici—prin „curbá analiticá plana" 
o multime plana analiticá, uniforma in raport cu OX. 
O multime borelianá, uniforma in raport cu OX, este o 
„curbá plana borelianá". S-a putut aráta cá dacá o func- 
tie f este borelianá, atunci graficul ei este o curbá borelianá 
si reciproc. EnunjuI acestui rezultat nu contine nici o 
referire la multimi analitice. Cu tóate acestea, demon¬ 
straba lui nu s-a putut efectúa decit cu ajutorul multi- 
milor analitice. In fapt, s-a demonstrat cá dacá graficul 
unei funcjii este o multime analiticá, atunci funcjía 
este borelianá, si cá dacá functia este borelianá, atunci si 
graficul ei este o multime borelianá. Problema de a se 
gási pentru teorema citatá mai sus o alta demonstrare, 
fárá multimi analitice, nu a íost rezolvatá. W. Sierpiúski 
este de párere cá aceastá problema este prea grea chiar 
si in cazuri particulare, ca de pildá cel ín care graficul func- 
tiei este o multime borelianá de tip G s . 

In orice caz, trebuie sá retinem cá ín cadrul mul{imi- 
lor plañe uniforme notiunile de multime borelianá si 





multime analítica sínt indiscernabile. Nu acelasi lucru 
se poate spune despre multimile uniforme complementare 
analitice. Acestea sínt uneori neboreliene. 


MULTIMI PROIECTIVE 

Vom da acum notiunea de mulfime proiectivá si únele 
proprietáfi ale ei. 

Multimile boreliene sínt, prin deíinitie, multimi pro- 
iective de clasá zero. Multimile proiective de clasá 2n+l 
sínt imaginile continué ale multimilor proiective de 
clasá 2 n; multimile proiective de clasá 2n sínt comple- 
mentarele multimilor proiective de clasá 2 n —1. Este 
vizibil cá multimile proiective de clasá 1 coincid cu mul¬ 
timile analitice, iar cele de clasá 2 coincid cu complemen- 
tarele analitice. Se poate aráta cá o reuniune numárabilá 
sau o intersectie numárabilá de multimi proiective de 
clasá n este tot o multime proiectivá de clasá n. Ca si 
notiunea de multime analiticá sau de complementará 
analítica, notiunea de multime proiectivá de clasá n este 
un invariant topologic. 

Dupa aceastá introducere ín teoría multimilor proiec¬ 
tive, se ridicá ín mod firesc únele íntrebári: care este 
justificarea denumirii de „proiective“ datá acestor mul¬ 
timi? Exista, pentru orice numár natural ti, o multime 
proiectivá de clasá n care nu este de clasá inferioará 
lui n? 

La prima intrebare ráspunsul este simplu. Multimile 
proiective mai pot fi definite ca fiind obtinute plecind de 
la multimi boreliene, prin aplicarea alternativá, de un 
numár finit de ori, a operatiilor de proiectie si de trecere 
la complementará. Proiectia trebuie inteleasá efectuín- 
du-se dintr-un spajiu euclidian pe un spatiu cu o dimen- 
siune mai putin. In felul acesta, dacá dorim sá obtinem 
multimile limare proiective de ordin n, va trebui sá 
pornim de la multimile boreliene dintr-un spajiu euclidian 
cu un numár suficient de mare de dimensiuni. 

Ráspunsul la íntrebarea a doua este mai complicat, 
dar mai interesant. Sá observám mai íntíi cá dat fiind 
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cá multimile analitice din spatiul euclidian «-dimensio¬ 
nal se obtin ca proiectii ale multimilor de tip G 6 din spa¬ 
tiul «+1-dimensional, rezultá cá putem obtine multimile 
proiective liniare de clasá oricít de mare pornind de la 
multimile inchise sitúate tntr-un spatiu euclidian de di- 
mensiune destul de mare si aplicínd succesiv operatiile 
de proiectie (ortogonalá) pe spatiul cu o dimensiune 
mai putin si de trecere la complementará. Este suíicient, 
pentru aceasta, sá observám cá orice multime de tip F a 
din spatiul euclidian «-dimensional este proiectia orto¬ 
gonalá a unei anumite multimi inchise din spatiul «-¡-I-di¬ 
mensional. 


MULTIMI UNIVERSALE 


Vom introduce acum notiunea de „mult¡me universalá" 
pentru o familie F de multimi. Fie F o familie de multimi 
liniare. O multime U din plan se numeste universalá 
in raport cu familia F, dacá orice multime din familia F 
se poate obtine ca intersectie a multimii U cu o anumitá 
dreaptá paralela cu axa ordonatelor. In mod analog se 
introduce notiunea de „multime universalá" pentru spafii 
de dimensiune mai mare. 

Sá presupunem, pentru moment, cá in spatiul euclidian 
n-rI-dimensional exista o multime inchisá U universalá 
pentru multimile inchise in spatiul euclidian cu n-di- 
mensiuni. In acest caz, proiectia multimii U in spatiul 
«-dimensional va fi o multime universalá pentru multi¬ 
mile de tip F a din spatiul euclidian «—1-dimensional, 
iar complementarea acestei proiectii va fi o multime Gs, uni¬ 
versalá pentru multimile G s din spatiul n—1-dimensional. 
Jinind seama de observaba fácutá mai sus, proiectia 
acestei multimi Gs universalá va fi o multime analiticá 
universalá pentru multimile analitice din spatiul eucli¬ 
dian cu «—2-dimensiuni. Continuínd tot asa, este lesne de 
ínteles cá vom obtine, in cele din urmá, o multime plana 
proiectivá de clasá oricít de mare dorim, universalá 
pentru multimile liniare de aceeasi clasá proiectivá. 
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Trebuie numai sá avem grijá sá pornim cu un rt destul de 
mare. 

Sá rezumám: am demonstrat cá dacá exista multimi 
ínchise universale, atunci existá, pentru orice n, multimi 
proiective de clasá n, universale, Vom demonstra ceva mai 
jos existenja unei multimi ínchise universale. Deocam- 
datá, vom aráta cá o multime U plana, proiectivá de clasá n, 
universalá, nu poate apanine unei clase proiective inferi- 
oare lui n. 


UN EXEMPLU SIMPLU DE MULTIME ANALITICA NEBORELIANÁ 

Fie mai íntíi n = 1. Trebuie sá arátám cá U nu este 
borelianá. Pentru aceasta, este suficient sá arátám cá 
CU (complementara lui U) nu este analiticá. In adevár, 
sá presupunem cá CU este analiticá. Fie D o dreaptá 
din plan, neparalelá cu nici una dintre axele de coordo- 
nate. D f) C U este analiticá. Deci proiectia P a acestei 
intersectii pe axa ordonatelor este analiticá. Deoarece 
U este universalá pentru multimile analitice limare, 
existá a, astfel íncit dreapta x = a íntílneste ín U o 
multime II, a cárei proiecjie pe axa ordonatelor sá fie 
tocmai P. Fie Q punctul de intersectie al dreptei D cu 
dreapta x — a. Se pot ivi douá situatii: 

1. Q sé D(~]U. In acest caz, proiectia q a lui Q pe x = 0 
nu aparjine lui P, dupá ínsási definida multimii P. 
Insá, tinínd seamá de definida multimii II, rezultá 
cá punctul Q nu aparjine lui II, deci nici lui U, ceea ce este 
contrar ipotezei. 

2. Q e D p U, deci Q G D D CU, deci q e P. Aceasta 
ínseamná cá Q e ü, de unde rezultá cá Q E U, adicá 
Q G D fl U, deoarece Q este un punct al dreptei D. 
Am ajuns iarási la o contradicjie. 

Pentru a putea trage concluzia cá U este o multime ana¬ 
lítica neborelianá, mai trebuie sá arátám cá existá mul¬ 
timi ínchise universale. Sá trecem la aceastá demonstrare. 

Fie /j, / 2 , ... /„, ... un s¡ r format cu tóate intervalele 
deschise liniare, cu extremitáti rajionale. Este vizibil 
cá orice multime liniará este complementara unei anu- 
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mite reuniuni de astfel de intervale, deci orice multime 
ínchisá liniará este caracterizatá, definitá, de un anumit 
sir de astfel de intervale. 

Fie acum un numár irational x cuprins íntre 0 si 1 
si fie dezvoltarea iui ín fractie continua: 


a: 


r\ + 


r “x 4- 


Sá asociem lui x multimea inchisá F x data de complementara 
multimii I r i U /r| U l,\ U ■ ••• Reciproc, fiecárei mul- 
t¡mi liniare inchise F íi asociem numárul irational a cárui 
dezvoltare in fractie continua are drept cíturi necomplete 
indicii de ordine ai intervalelor din sirul {/„}, care al- 
cátuiesc complementara lui F. Se stabileste in felul acesta 
o corespondenfá biunivocá intre multimea numerelor 
irafionale din (0 ,1) si multimea multimilor inchise li¬ 
niare. 

Sá definim acum o multime planá E in modul urmátor: 
punctul de coordonate x, y apartine lui £, dacá x este 
irational si cuprins intre 0 si 1, iar y apartine multimii 
inchise F x , asocíate lui x. Multimea E nu este ínchisá; 
dar dacá ii adáugám púnetele ei de acumulare, atunci ob- 
tinem o multime U ínchisá. Vom aráta cá U este o mul¬ 
time universalá pentru multimile inchise liniare. 

Mai intíi sá observám cá dacá x 0 este irational, atunci 
orice punct din 1/ situat pe dreapta x = x 0 apartine 
obligatoriu lui E. In adevár, fie / = (a, p) un interval 
din complementara multimii inchise £ fl i x = * 0 }. Nu¬ 
mérele irationale suficient de apropíate de x au o dez¬ 
voltare in fraejie continuá, care coincide, pina la un rang 
oricít de depártat dorim, cu dezvoltarea in fractie con¬ 
tinuá a lui x 0 . Aceasta inseamná cá exista e > 0, astfel 
incit pentru orice x* irational, pentru care | x — x 0 | < e, 
intervalul (a, p) este continut ín interseetia £ n{*=**}- 
De aici rezultá cá intervalul 1 = (a, p) nu poate confine 
puñete din £'. 

Sá arátám acum universalitatea lui U. Fie, pentru aceasta- 
o mulfime £ ínchisá liniará. Fie \ numárul irational 
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asociat lui F prin corespondenta biunivocá stabilitá mai 
sus. Este vizibil cá dreapta x = \ íntílneste in multimea 
L) exact multimea ínchisá F. 

Metoda dezvoltatá mai sus, numitá metoda multimilor 
universale, este apreciatá de obicei ca o metoda efectivá 
de demonstratie. Este insá evident cá aceastá metodá 
•este o variantá a diagonalei lui Cantor. Aceasta a apárut 
ciar ín demonstrarea neanaliticitátii lui C U. Dar poate 
cá acest lucru va apárea mai ciar, dacá vom aráta cá 
intersecfia dintre U si dreapta D este o mulfime analí¬ 
tica liniará neborelianá (amintim cá D este o dreapta 
oarecare, neparalelá cu vreuna dintre axele de coordonate). 
In adevár, fie T aceastá intersectie. T este evident ana- 
liticá. Dacá T ar fi borelianá, atunci D — T ar fi de 
asemenea borelianá, deci analiticá. Fie atunci H pro- 
i ec t i a ortogonalá a multimii D — T pe axa ordonate- 
lor. H este analiticá, fiind imagine continuá a multimii 
analitice D — T. Existá atunci o dreapta x = r¡ care 
íntílneste ín U o muidme analiticá H*, a cárei proiectie 
pe axa ordonatelor este tocmai H. Fie S punctul de in¬ 
tersectie al lui H* cu dreapta D. S apanine lui D — T, 
deoarece se proiecteazá intr-un punct din H. In acelasi 
timp, S apartine lui H*, deci lui U, deci lui T = D fl V. 
Am ajuns astfel la o contradicjie care demonstreazá ne- 
analiticitatea multimii D — T. 

Pentru a se demonstra existenja multimilor proiective 
de orice clasá finitá, procedám prin inductie completá, 
tinínd seamá cá dacá o muidme proiectivá de clasá 2 n -r i 
are complementara de aceeasi clasá 2 n -- 1, atunci ele 
sint de clasa 2 n. In felul acesta, este suficient sá stabilim 
existenta claselor proiective de rang impar. Aceasta 
atrage de la sine si existenta claselor proiective de rang 
par. 


¿ROBLEME NEREZOLVATE 

Dacá ín únele privinte teoría multimilor proiective 
este o generalizare aproape imediatá a teoriei multimilor 
analitice, trebuie sá spunem cá existá únele probleme 
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care, desi la multimi analitice si-au gásit o rezolvare 
relativ simplá, nu au putut fi inca rezolvate pentru mul- 
timile proiective. lata cíteva astíel de probleme. 

Se stie cá mulfimile analitice nenumárabile au puterea 
continuului. ín ce prívente fnsa complementarele anali¬ 
tice si proiectiile acestor complementare, se stie doar 
cá puterea lor nu poate fi niciodatá mai mica decít a con¬ 
tinuului si mai mare decit alef unu (alef unu este puterea 
mulfimii claselor lui Baire; se stie cá aceastá mulfime 
este nenumárabilá). Dar problema puterii acestor mul¬ 
timi nu a fost coinplet rezolvatá (in ipoteza neacceptárii 
ipotezei continuului). 

ín ce priveste multimile proiective de clasá mai ridi- 
catá, trebuie sá spunem cá despre puterea lor nu se stie 
inca nimic. 

Problema puterii multimilor proiective ar fi rezolvatá, 
dacá s-ar putea ráspunde afirmativ la urmátoarea íntre- 
bare: o muidme proiectivá nenumárabilá confine obli- 
gatoriu o muidme perfecta nevidá? Dar aceastá problema 
n-a putut fi rezolvatá nici mácar pentru complementarele 
analitice. Ea este apreciatá ca una dintre cele mai grele 
probleme ale matematicii. 

Am semnalat cá multimile analitice si complementa¬ 
rele lor sínt másurabile Lebesgue. In ce priveste insá mul¬ 
timile proiective de clasá n 3, problema másurabili- 
táfii lor nu a fost rezolvatá. 

Natura specialá a ultimelor douá probleme rezultá din 
urmátoarele fapte stabilite de K. Godel si P.S. Novikov. 
Existá o complementará analiticá nenumárabilá, pentru 
care ipoteza cá nu confine nici o mulfime perfecta ne¬ 
vidá nu este in contradicfie cu sistemul de axiome al teo- 
riei mulfimilor. Existá o muidme proiectivá pentru 
care ipoteza nemásurabilitátii Lebesgue nu este ín contra- 
dicfie cu sistemul de axiome al teoriei multimilor. 

Aceste rezultate aratá cá, indiferent de solufia pe care 
o vor cápáta problemele semnalate mai sus, este exclusá 
posibi 1 itatea unor teoreme ca: „orice complementará 
analiticá nenumárabilá contine o mulfime perfecta" sau 
„orice mulfime proiectivá este másurabilá Lebesgue". 


15 — 43 !) 
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Se spune cá o mulfime E posedá proprietatea lu¡ Baire, 
dacá este de forma (G — P) U R, únele G este deschisá, 
iar P si R sínt de prima categorie. Proprietatea lui Baire 
este analogul descriptiv al masurabilitáfii Lebesgue. 
Multimile analitice si complementarele lor posedá aceastá 
proprietate. Nu se cunoaste insá dacá multimile proiec¬ 
tive de clasá n > 3 posedá sau nu proprietatea lui Baire. 

Mai sint numeroase probleme deschise cu privire la 
multimile proiective, mai cu seamá in legáturá cu sepa- 
rabilitatea si cu uniformizarea acestor multimi. Dificul- 
tatea lor este foarte mare. Unele contribu|ii esentiale 
au fost aduse in aceastá problemá de P.S. Novikov. 

Rolul multimilor proiective in teoría multimilor si 
a functülor apare chiar in studiul unor fenomene relativ 
simple. Astfel, o mulfime analiticá plana nu poate fi 
uniformizatá totdeauna — dupa cum am semnalat — 
cu o muidme analiticá si nici mácar cu o complementará 
analiticá. In schimb, uniformizarea unei multimi ana¬ 
litice se poate efectúa totdeauna cu ajutorul unei proiectii 
de complementare analitice. lata acum un exemplu de mui¬ 
dme proiectivá de clasá 3, care apare in teoría f uncf i i lor: 
In spajiul funcf i i lor reale, de douá variabile reale, con¬ 
tinué pe pátratul unitate, funct i i le ¡(x, y), pentru care 
existá un y, astfel incit derivata partíala f' x (x, y) exista 
oricare ar fi x e [0, 1], formeazá o muljime proiectivá 
de clasá 3, care nu este de clasá inferioará lui 3. 

O reuniune numárabilá de multimi proiective nu mai 
este, in general, o muidme proiectivá. Clasificarea mai 
departe a multimilor, luind ca punct de plecare mul¬ 
timile proiective, a fost efectuatá de L. Kantorovici 
si E. Livenson. Ei au studiat, sistematic, operable ana¬ 
litice generale introduse de F. Hausdorff si, independent, 
de A. Kolmogorov. Aceste operatii contin, ca un caz 
particular, operaba prin care Suslin obtinea multimile 
analitice ca nuclee ale sistemelor determinante de inter¬ 
vale. 

Teoría multimilor analitice si proiective a fost extinsá 
la anumite spatii topologice. In cadrul spafUlor metrice 
complete separabile, teoría lor este o simplá transpunere 
a teoriei clasice. Incercarea de a face teoría multimilor 
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proiective ín spajii topologice mai generale decít cele 
arátate s-a lovit de dificultáti. Ea a fost doar in parte 
realizatá, datoritá ín primul rínd matematicienilor po- 
lonezi si japonezi. 

* 

Unele dintre cele mai importante contributii in teoría 
muljimilor analitice si proiective au fost publícate in 
revista „Mathematica“ din Cluj. Astfel, articolul lui 
Luzin Unele observafii asupra curbelor complementare 
analitice, publicat in vol. 10 din „Mathematica“, in 1934, 
este reprodus in íntregime in noua edijie a cárjii lui Luzin, 
apárutá la Moscova ín 1953. De asemenea, trebuie sá sem- 
nalám cá W. Sierpiñski, una dintre figurile cele mai pro¬ 
eminente ale matematicii poloneze, care a adus o contri¬ 
buye fundaméntala in teoría muljimilor analitice si 
proiective, a publicat o seamá de articole pe aceastá tema 
in „Mathematica“ din Cluj. W. Sierpiñski are si meritul 
de a fi popularizat in rindul matematicienilor románi 
aceste preocupári, prin lecfiile pe care le-a (inut la Uni- 
versitatea din Cluj in anii premergátori celui de-al doilea 
rázboi mondial. 

Aceste lecjii se aflá edítate intr-o brosurá ín limba 
romana. 

Florín Vasilescu, in teza sa de doctorat din 1925 asupra 
functiilor multiforme de variabile reale, s-a referit printre 
primii matematicieni románi la muljimile analitice si 
proiective. In cartea sa, la síirsitul capitolului despre 
funcjii implicite, Luzin semnalizeazá íntr-o nota specialá 
teza lui Florian Vasilescu. 

Asupra importanjei muljimilor analitice si proiective 
au insistat, cu diverse ocazii, si alji matematicieni románi. 
Astfel, Simion Stoilow in cartea sa, Principiile topologice 
ale teoriei func(iilor analitice (ín limba francezá), atrage 
atenjia asupra faptului stabilit de Kierst cá orice muidme 
analítica este muljimea valorilor asimptotice ale unei 
anumite funcjii meromorfe in cercul unitate. 
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To the readers 


The Mathematical Analysis has been included in the curricula 
of numerous institutes of higher education since a longtimc. Wide 
sections of intelectuals come into contact with elements of this 
discipline, but for objective roasons, they liave not the possibility 
to penétrate deeper in its problema and mothods. The present book 
is intended for this large category of readers who, because their 
type of occupation and lack of time, cannot study systematically 
and deeply the Mathematical Analysis, but who desire however to 
get some general view about this Science. We address ourselves to 
everybody who at least once, read a book of Mathematical Ana¬ 
lysis of Univcrsity level. Absorbed by the technical difficulties with 
which he is faced, the reader of a treatise of Mathematical Analysis, 
sometimes neglects the very living, developing, side of ana¬ 
lysis, of its trends, the probleins which give birth to new notions, 
the syntheses which the analysis operates. But once the technica- 
lities overcomed, the reader may feel the need of a retrospectivo 
look at the analysis, his main attention being focused on the origin, 
significance and evolution of its basic notions, with the view of 
deciferring its future development. 

We would be very glad if the book will be of some help on this 
road. 


Solomon Marcus 
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